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Introduzione

Circa dieci anni fa, alcuni sviluppi teorici di notevolissima importanza hanno
contribuito in modo determinante a far rinascere 'interesse verso le reti neurali.

Oggi questi sistemi possono considerarsi un fatto assodato.

I successi ottenuti nel campo applicativo, sia industriale che commerciale,
bastano a giustificare il crescente favore di cui godono le reti neurali, tanto
che oggi non sembra piu possibile considerarle una soluzione di seconda scel-
ta rispetto ai modelli di calcolo piu affermati o tradizionali. Esse, piuttosto,
possono costituire un modo nuovo di affrontare i problemi, certamente comple-
mentare, o addirittura da preferire laddove le questioni non siano formulabili in
modo rigoroso, oppure siano di complessita tale da richiedere tempi di calcolo

enormi per una soluzione che sia esaustiva.

I sistemi neurali possiedono, in effetti, diverse caratteristiche che li rendono
interessanti:

— la possibilita di adeguarsi a situazioni che si evolvano nel tempo, sia

direttamente che attraverso un periodo di riaddestramento;

— la capacita di trattare dati incompleti, incerti o “rumorosi”, caratteristica

questa che li rende adatti in tutte quelle applicazioni che elaborano forme,



Introduzione 10

figure, segnali;

— lo scadimento progressivo delle prestazioni in funzione della quantita
e della qualita dei dati disponibili; questa “degradazione dolce” & cer-
tamente difficile da ottenere con altri approcci come, ad es., i Sistemi

Esperti;

— la “robustezza’, cioe la tolleranza ai guasti e alle disfunzioni, indispen-
sabile per applicazioni che debbano lavorare a lungo in modo autonomo,

senza possibilita di riparazione o di controllo remoto;

— la loro natura “parallela” (come quella del sistema nervoso a cui si ispi-
rano), che li propone, tra I’altro, come modello per i futuri calcolatori a

parallelismo esteso.

Accanto a questi indubbi vantaggi vanno, tuttavia, ricordati alcuni punti

deboli dei sistemi neurali, come:

— la scarsa precisione, che ne esclude, tra l’altro, I'impiego nelle applicazioni

tecnico-scientifiche o di contabilita;
— 1 lunghi periodi di apprendimento richiesti;

— la mancanza di trasparenza, cioe I'impossibilita di capire in che modo le
rete giunga alle sue conclusioni, essendo la “conoscenza” della rete stessa
distribuita su tutti gli elementi che la compongono e non localizzata, ad

es., in regole, come avviene nei Sistemi Esperti.

Non ultima, tra le lacune, va considerata la mancanza di una solida teoria sui

sistemi neurali, che sia di supporto nell’analisi e nella sintesi delle reti o nella
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scelta della topologia piu adatta per un determinato problema. Lacuna che,

se colmata, potrebbe avere ulteriori notevoli riflessi in campo applicativo.

Gran parte della ricerca attuale sulle reti neurali ed un numero non trascu-
rabile di “neuro-applicazioni” fanno uso di simulatori software su computers

“seriali”.

Il maggior vantaggio offerto dai neuro-simulatori e sicuramente la loro fles-
sibilita: possono essere utilizzati per diverse topologie di reti (reti multistrato,
reti di Hopfield, mappe di Kohonen, etc. [2]); parametri, strati, numero dei
neuroni per strato, possono essere facilmente rivisitati secondo i desideri del-
I'utente. Non e da sottovalutare, inoltre, la possibilita di utilizzare interfacce

grafiche avanzate ed amichevoli, di cui i simulatori fanno ormai largo uso.

D’altro canto, l'inerente parallelismo del paradigma neurale non trova ri-
scontro nell’accoppiata simulatore software-computer seriale.
La scarsa aderenza di questa “architettura” al modello connessionista, se da
un lato non penalizza la ricerca, la quale da sempre si € misurata con problemi
di riferimento di portata limitata, ma anzi la favorisce in virtu della diffusione
attuale di calcolatori e neuro-simulatori, comporta dall’altro un evidente sca-
dimento delle prestazioni nel supporto di quelle neuro-applicazioni che nascono
per risolvere problemi reali complessi.
Per far si che reti aventi centinaia di neuroni e migliaia di sinapsi, alle quali
debbano essere sottoposti migliaia di esempi durante la fase di apprendimento,
siano in grado di generalizzare in contesti di una certa complessita, e non sol-
tanto di memorizzare i dati di training, si richiede ’esecuzione di un numero
enorme di calcoli in un tempo relativamente breve, cosa che rende i simulatori

sostanzialmente inadeguati.
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Ricorrere allora ad implementazioni hardware dei sistemi neurali, che ne

sfruttino 'intrinseco parallelismo, diventa quasi una necessita.

Le implementazioni hardware garantiscono, rispetto ai neuro-simulatori, in-
crementi nella velocita di risposta di un fattore 10°/10°. Tuttavia sono soggette

a vincoli tecnologici che ne influenzano le prestazioni complessive.

Attualmente vengono seguite diverse strade nella progettazione dei chip
neurali; le implementazioni esistenti possono essere suddivise in quattro gruppi:

1. implementazioni analogiche;

2. implementazioni digitali;

3. implementazioni ibride (analogico/digitali);

4. implementazioni opto-elettroniche.

Ciascuna delle filosofie implementative ha peculiarita diverse e diversi punti
deboli, tanto che a tutt’oggi non esiste un consenso sul miglior approccio rea-

lizzativo. Tutte le strategie devono sottostare comunque ad alcune restrizioni

(oltre a quelle legate ai limiti della tecnologia utilizzata), come:

e la necessita di limitare e/o quantizzare i valori dei parametri caratteriz-
zanti la rete (siano essi implementati in termini di correnti e tensioni

oppure come celle di n bit);
e la possibilita di poter collocare all’interno di un singolo chip “neurale”

solo un certo numero di unita di calcolo.

Queste limitazioni, come gia detto, non sono indolori, ma hanno piuttosto

dei notevoli riflessi sulle prestazioni delle reti hardware.
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Il numero limitato di neuroni attualmente presenti su di un singolo integrato,
conduce la ricerca alla progettazione di chip “componibili”, che consentano di
tracciare in maniera dinamica topologie di reti complesse.

Inoltre, I'impossibilita di implementare “on-chip” il canonico algoritmo di ap-
prendimento di Error Back Propagation, per via delle limitazioni imposte ai
parametri, comporta la necessita di individuare algoritmi di apprendimento
che siano facilmente integrabili e compensino, per quanto possibile, le appros-
simazioni computazionali introdotte dalla tecnologia in uso.

Tuttavia, e la questione sembra piu importante, sono le stesse capacita in-
trinseche della rete, come vedremo nel corso del lavoro, ad essere penalizzate
dalle restrizioni imposte ai parametri (tipicamente i pesi delle connessioni), a

prescindere da quale sia I'algoritmo usato durante la fase di apprendimento.

La tesi si propone di investigare sulle ricadute che I'introduzione di vincoli
sui valori dei parametri ha sul comportamento dei sistemi neurali.
L’obiettivo della tesi e andato definendosi sulla base di alcune osservazioni ef-
fettuate simulando al calcolatore il comportamento di un chip neurale in fase
di sviluppo presso il dipartimento di Ingegneria Elettrica dell’Universita del-
I’ Aquila.
In origine ci si era proposti di elaborare un algoritmo di apprendimento
“off-line” per il chip in esame, mancando lo stesso di un circuito di appren-
dimento. Il progetto iniziale del chip limitava i valori dei pesi nell’intervallo
[—1, 1]. La funzione di trasferimento ivi integrata era non lineare e simile nel
suo andamento alla piu conosciuta sigmoide. Durante la simulazione, dalla
rete venivano accettate come risposte valide soltanto uscite maggiori di 0.9 o
minori di 0.1.

(i si e subito accorti che la rete, addestrata utilizzando un algoritmo genetico,
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non era in grado di risolvere il classico problema dello XOR (vedi la sezione
1.2.1), con la topologia proposta in [31]. Poiché gli algoritmi genetici sono
in grado di individuare con alta probabilita una soluzione che sia almeno lo-
calmente ottimale, I'insuccesso ottenuto ci ha fatto sospettare che il mancato
apprendimento della rete potesse risiedere nelle ridottesi “capacita” della stes-
sa, a causa delle limitazioni imposte ai pesi delle connessioni, come abbiamo
successivamente verificato. Ed e stato questo lo spunto da cui ha avuto inizio

la nostra ricerca teorica.

Nel lavoro di tesi abbiamo fissato la nostra attenzione sulle reti feed-forward
multistrato, che sono quelle pii comunemente implementate “on-chip”.
Dopo aver presentato alcune nozioni generali sulle reti neurali feed-forward
(Cap. 1) e una breve panoramica sulle strategie di implementazione elettroni-
ca dei sistemi neurali (Cap.2), ci addentriamo nello studio degli effetti che la
limitazione (Cap. 3) e la discretizzazione (Cap.4) dei parametri di queste reti
hanno sulle loro capacita di apprendimento, in particolare sulla capacita di
“separare” ingressi differenti.
Ad un breve capitolo che riassume i risultati ottenuti ed indica alcuni possibili
sviluppi del lavoro di tesi, seguono delle appendici.
Nella prima abbiamo inserito dei richiami di matematica utili alla compren-
sione generale del testo.
Le appendici B e C costituiscono invece parte integrante del lavoro svolto.
Nell’appendice B si trovano le dimostrazioni di alcuni risultati di una certa rile-
vanza. Le dimostrazioni sono piuttosto articolate: abbiamo preferito non inse-
rirle nel corpo del lavoro per garantire una continuita di lettura. Nell’appendice
C, infine, viene riportata la descrizione dei punti salienti del programma scritto

ed utilizzato durante la fase sperimentale del nostro studio.
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Generalita
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Capitolo 1

Le Reti Neurali

1.1 Una Panoramica

Le Reti Neuronali' Artificiali (ANN), indicate anche come Reti Neurali o
sistemi connessionistici, possono essere pensate come costituite da unita di
calcolo molto semplici tra loro connesse. Ogni unita possiede un grado di
attivazione che dipende dai segnali ricevuti attraverso le connessioni. Questi
segnali sono mediati da pesi, che vengono associati alle connessioni che li pro-
pagano: maggiore ¢ il peso, pill intenso sara il segnale ricevuto dall’unita. Ogni
unita, quando viene “attivata”, invia segnali alle altre unita cui e connessa. Le
connessioni vengono utilizzate normalmente in modo asimmetrico, hanno cioe
un solo verso di propagazione del segnale. Ogni tipo di rete prevede delle unita
che possono ricevere segnali dall’ambiente (le unita di input), unita che pos-

sono inviare segnali all’esterno (le unita di output) ed unita interne collegate

INel seguito il termine neuronale fard riferimento alle reti di neuroni naturali, cioe alle

cellule nervose, mentre il termine neurale verra utilizzato per i sistemi artificiali.

16
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Unita’
di uscita

)

Connessione

Unita’ Unita’

di ingresso nascosta

Figura 1.1: Una rete neurale.
solo ad altre unita (le unita nascoste).

Le reti sono in grado di svolgere compiti diversi ma soprattutto posseggono
la notevole capacita di apprendere. Cio significa che esse sono in grado di mo-
dificare i parametri che le caratterizzano (generalmente i pesi delle connessioni
ed i parametri che regolano il funzionamento delle singole unita) aumentando
gradualmente le proprie prestazioni fino a raggiungere quelle desiderate. Al
termine della fase di apprendimento una rete e in grado di eseguire il compito

per cui e stata addestrata.

Un’altra interessante caratteristica che avvicina i sistemi connessionistici
ai modelli biologici, riguarda le modalita di rappresentazione dell’informazio-
ne. Questa infatti non viene immagazzinata in maniera simbolica o “discreta”,

come avviene ad esempio nei sistemi di Intelligenza Artificiale, ma in modo ana-
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logico (si pensi ai parametri che caratterizzano il funzionamento di una rete).
Spesso si usa dire che le informazioni in una rete sono a livello “sub-simbolico”
per indicare che non sono chiaramente osservabili in un singolo neurone o in
gruppi di neuroni ma, essendo distribuite su tutta la rete, possono essere messe
in evidenza soltanto attraverso I'attivita della rete stessa. E questa informa-
zione distribuita ad essere modificata e “riorganizzata” durante il processo di
apprendimento, finché la rete non sia in grado di rispondere correttamente alle

sollecitazioni in ingresso.
Riassumendo, una rete neurale con /N neuroni puo essere descritta dai seguenti
parametri [31, 2[:
1. un insieme di unita di calcolo w;, j = 1,..., N (neuroni), capaci di
svolgere semplici elaborazioni;

2. il loro stato di attivazione a;;

3. lo schema delle connessioni o topologia (& possibile descriverlo attraverso

un grafo orientato od una matrice);

4. la regola di propagazione, che lega le attivita in ingresso ad un neurone

con i pesi delle rispettive connessioni;

ol 0
’/
C:D

]

Figura 1.2: Un neurone.
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5. laregola di attivazione, che combina gli ingressi afferenti a ciascuna unita

con il suo stato di attivazione precedente;

6. la funzione di trasferimento o; : R — IR (detta anche funzione di
attivazione o di uscita) di ogni unita, atta a definire lo stato di attivazione

dell'unita all’“istante” successivo;

7. una regola di apprendimento per modificare i pesi delle connessioni e gli

altri parametri della rete.

Essendo ormai molti i lavori di tipo introduttivo disponibili in letteratura
sul mondo delle reti neurali (vedere ad es. [2, 25]), eviteremo di ripercorrere in
maniera approfondita quella che e stata ’evoluzione storica dei sistemi connes-
sionistici, soffermandoci solo su quei modelli che abbiamo ritenuto piu vicini

al temi da noi trattati.

1.2 Le Reti Feed-Forward

Nelle reti feed-forward i neuroni sono disposti per “strati”. Agli strati di in-
gresso (o di input) e di uscita (o di output) possono aggiungersi uno o piu strati
intermedi di neuroni nascosti. Ciascun neurone ¢ connesso a tutte le unita de-
gli strati adiacenti con legami di peso variabile. Non esistono collegamenti
tra neuroni dello stesso strato, e le connessioni vengono utilizzate in maniera

unidirezionale, dall’ingresso verso 1'uscita; da qui il nome di reti “in avanti”.
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1.2.1 1l Percettrone

Il primo modello di rete avente topologia feed-forward in grado di appren-
dere fu proposto nel 1958 da F. Rosenblatt [28], e venne da lui denominato
“Percettrone”. Anche se il Percettrone aveva in origine una topologia legger-
mente diversa (per una descrizione della quale rimandiamo a [2], pag.74 e
seguenti), per i nostri fini analizzeremo un modello ad esso equivalente, che
riportiamo in figura 1.3. II modello, che chiameremo “percettrone esteso” (con
la lettera minuscola, per distinguerlo dal Percettrone di Rosenblatt), prevede
due strati di neuroni, uno di ingresso e uno di uscita, ciascuno composto da piu
unita. Gli n segnali in ingresso, ricevuti dai neuroni del primo strato, vengono

pesati e sommati tra loro secondo la regola di propagazione

net; =y wjit;, j=n+1,....N (1.1)
=1

dove net; rappresenta l'ingresso totale al neurone di uscita u; mentre x; e wy;

sono rispettivamente i segnali in ingresso ed i pesi relativi al neurone.

La regola di attivazione e data da:

a; =net; — 0;, j=n+1,...,N (1.2)

dove 6; ¢ un valore costante detto soglia del neurone. La (1.2) descrive come

varia l'attivazione del neurone in funzione dei segnali ad esso afferenti.

La funzione di trasferimento dei neuroni di uscita ¢ cosi definita:
1 a; >0
Oj = (13)
0 (lj S 0

Questa e la funzione comunemente denominata funzione a gradino o a soglia.

Per quanto riguarda la procedura di apprendimento, le configurazioni (pat-

terns) da classificare vengono presentate al percettrone in sequenza, insieme
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ai valori desiderati in uscita. I pesi delle connessioni vengono modificati se
i neuroni di output non classificano correttamente un pattern, cioe se la ri-
sposta ottenuta e diversa da quella desiderata. Il processo di modifica dei
pesi si conclude quando tutti i patterns sono stati classificati esattamente. A
tal proposito Rosenblatt ha dimostrato che il processo di modifica ha neces-
sariamente termine se il problema di classificazione affrontato e linearmente

separabile (vedremo nel seguito della sezione cosa questo significhi).

La legge di apprendimento prevista dal modello di Rosenblatt, nota come
regola delta, ¢ data da:

iji = (t] — Oj) *0; (14)

dove wj; ¢ il peso associato alla connessione tra il neurone j-esimo del secondo
livello e I’ i-esimo neurone del primo. o; e 'uscita dell’i-esimo neurone di input,
ossia la i-esima componente del vettore di ingresso, mentre ¢; sta ad indicare

I'uscita desiderata per il j-esimo neurone di output. In sostanza la regola dice

Figura 1.3: Il percettrone esteso.
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che, per ottenere i pesi all’istante ¢ + 1, ai pesi dell’istante ¢ devono essere
sottratti i valori dei rispettivi ingressi qualora il pattern di input venga erro-
neamente riconosciuto come appartenente alla classe da discriminare, oppure
sommati se al contrario, il vettore in input non venga “individuato”; nel caso

in cui il riconoscimento sia corretto, i pesi rimarranno invariati.

and

X

R = OO
R OFr O K
R O OO

® ®

® ®
X y |xor
00|0
011
1 0|1

® ° 11,0

® O

Figura 1.4: Lo XOR non ¢é un problema linearmente separabile: infatti non é

possibile separare con una retta gli “zeri” dagli “uni”.
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Le dure critiche mosse al Percettrone da M. Minsky ed S. Papert in un
famoso lavoro del 1969, “Perceptrons” [21], ne mettono in evidenza i limiti
sostanziali; questi sono dovuti principalmente al fatto che il modello prevede
due soli strati di neuroni, quelli di ingresso e di uscita.

Se chiamiamo spazio di input lo spazio vettoriale di tutti i possibili ingressi alla
rete si puo dimostrare che il Percettrone e in grado di distinguere tra due classi
di segnali in ingresso solo se i corrispondenti vettori giacciono in regioni dello
spazio di input separabili con un iperpiano. Tutti i problemi di classificazione
di questo tipo vengono detti linearmente separabili e, come abbiamo gia detto,

sono gli unici che un Percettrone possa risolvere.

Il Percettrone, ad es., ¢ in grado di implementare correttamente la funzione
logica AND, che risulta essere un problema linearmente separabile. Infatti,
come e facile capire se si affronta la questione geometricamente, e possibile
separare con un iperpiano (in questo caso una retta) gli ingressi che valgono
0 da quelli che valgono 1 (figura 1.4). Il Percettrone tuttavia non riesce a
risolvere lo XOR che, pur essendo in apparenza di complessita simile al’ AND,
non e pero linearmente separabile; per quanto ci si sforzi infatti, non si riuscira
ad individuare una retta che separi i punti di classe 0 da quelli di classe 1.
Per queste sue caratteristiche lo XOR & diventato uno dei problemi canonici
nell’ambito della ricerca sulle reti neurali, assurgendo a paradigma dei limiti

del Percettrone.

1.2.2 1l Percettrone Multistrato

Se il Percettrone avesse avuto uno strato intermedio di neuroni, avrebbe po-

tuto separare punti appartenenti a regioni convesse dello spazio di input; se
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ne avesse avuti due sarebbe stato in grado di classificare ingressi appartenenti
anche a regioni non convesse e non connesse dello spazio (vedi la figura 1.5).

Ci si puo domandare, allora, perché Rosenblatt non si sia rivolto a percettroni
multistrato, viste le loro maggiori potenzialita e considerato che lui stesso ne
era consapevole. Il fatto e che non era ancora nota una procedura di appren-
dimento che permettesse di modificare i pesi delle connessioni anche per gli

strati di neuroni che non fossero adiacenti a quello di output.

| J

Q O
\Q/ UN LIVELLO
’

| !
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Q/)i\&) DUE LIVELLI
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¢ ¢

(>
d/%%Q TRE LIVELLI
~LL7
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¢

Figura 1.5: Aumentando nel percettrone il numero degli strati nascosti é

possibile riconoscere regioni (in questo caso del piano) di complessita crescente.
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Per utilizzare infatti percettroni a piu livelli senza il conforto di una procedura
di apprendimento, sarebbe comunque necessario individuare in altra maniera
i valori dei pesi per tutte le connessioni della rete, cosa che, se rimane possibi-
le per problemi “giocattolo” come quello dello XOR, diventa impensabile per

problemi appena complessi.

La svolta, dopo anni di stagnazione, si ¢ avuta nel 1986 quando, nel libro
“Parallel Distributed Processing” [31], Rumelhart, Hinton e Williams hanno
proposto 'ormai celebre algoritmo EBP, di Error Back Propagation, per ’ap-
prendimento dei percettroni multistrato.

L’idea dell’algoritmo ¢ quella di modificare i pesi delle connessioni in modo
da minimizzare una funzione di errore E che calcola in modo opportuno la
distanza tra 1'uscita della rete e quella desiderata. Dopo aver calcolato la deri-
vata parziale della funzione di errore rispetto al peso che si vuole modificare, si
aumenta (o si diminuisce) quest’ultimo a seconda che la derivata sia negativa

(o positiva). Facendo diminuire il valore della funzione di errore, si riduce in

E

d
“aw;

m

W, Wi

Figura 1.6: Una derivata positiva richiede che il peso venga diminuito.



CAPITOLO 1. LE RETI NEURALI 26

OO O O

Figura 1.7: Il percettrone multistrato.

questo modo la distanza tra 1'uscita aspettata e quella ottenuta. La modifica
dei pesi avviene a ritroso, risalendo i livelli delle connessioni a partire da quello

di output.

Nel modello proposto da Rumelhart, Hinton e Williams [30], i neuroni sono

descritti dalle seguenti equazioni:

netj = Z Wyl — 9j (15)

a; = net; (1.6)

Il modello prevede inoltre, affinché I'algoritmo di apprendimento EBP pos-
sa essere applicato, una funzione di attivazione che sia a valori reali, deri-
vabile, non decrescente. Una delle funzioni piti comunemente utilizzate nelle
implementazioni ¢ la sigmoide, avente equazione:

1

flz) = = (1.7)
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T=0.5
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Figura 1.8: La sigmoide a varie “temperature”.

Il fattore T che compare nell’esponenziale dell’equazione, denominato

temperatura, contribuisce ad individuare la pendenza della curva (figura 1.8).

Non esiste, per le reti addestrate con 'EBP, un teorema di convergenza
come per il Percettrone di Rosenblatt; inoltre non esiste, in caso di convergenza
dell’algoritmo, la garanzia che il minimo trovato per la funzione di errore sia
un minimo globale e non piuttosto locale; non si puo essere certi cioe che la

rete, qualora abbia appreso, lo abbia fatto nel modo migliore.

Nella pratica si e visto che, aumentando in maniera adeguata le dimensioni
della rete, le probabilita che I'algoritmo non converga ad un minimo accettabile

diminuiscono.

L’algoritmo EBP, nonostante alcuni punti deboli come la velocita di conver-
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genza piuttosto bassa e fortemente dipendente dai valori dei parametri, puo
comunque considerarsi uno strumento potente, che ha gia trovato numerose
applicazioni, e che di fatto ha contribuito a rinnovare lo slancio e I'interesse

della ricerca nei confronti dei sistemi connessionistici.



Capitolo 2

Circuiti Integrati Neurali

Le implementazioni software delle reti neurali mostrano il fianco quando cer-
cano di affrontare problemi applicativi di un certo spessore, che richiedono
topologie complesse ed un gran numero di neuroni, e questo a causa della len-
tezza degli algoritmi di apprendimento.

Questi algoritmi, essendo iterativi, hanno bisogno di un numero molto eleva-
to di cicli per condurre la rete in uno stato stabile; se applicati a reti grandi
possono allungare i tempi di apprendimento in maniera intollerabile, anche uti-
lizzando i calcolatori seriali pitt veloci. Volendo beneficiare ancora dei vantaggi
legati all’approccio “connessionista”’, volgere I'attenzione verso lo sviluppo di

circuiti integrati neurali e sembrata una scelta doverosa.

I chip neurali consentono incrementi notevolissimi delle capacita di calcolo
dei sistemi che implementano [11], non soltanto per il fatto di essere circuiti
elettronici, ma anche perché sfruttano appieno I'inerente parallelismo delle reti

neurali.
Quello legato alla progettazione dei circuiti integrati neurali puo essere con-

29
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siderato un campo di ricerca ormai consolidato. I “neuro-simulatori”, dal canto
loro, pur rivestendo ancora un ruolo primario sia nell’ambito della ricerca che
da un punto di vista applicativo, stanno pure rientrando, a poco a poco, in
quello che puo essere considerato il loro alveo naturale. I simulatori infatti, in
ogni area applicativa, sono essenzialmente degli strumenti di sviluppo utili per
effettuare esperimenti, valutare architetture, verificare prestazioni, comparare
le diverse scelte; quando pero diventa necessario volgersi a soluzioni efficaci
per un ben determinato problema applicativo, la scelta primaria ricade sulla
circuiteria dedicata. Del resto, volendo azzardare un paragone che forse risul-
tera piu familiare agli ingegneri elettronici, nessuno di essi penserebbe mai che

usare SPICE! sia il modo piu efficiente di introdurre un filtro in un sistemal

Come gia osservato, le reti neurali traggono dal fatto di poter beneficiare
di un hardware dedicato i vantaggi propri di qualunque sistema elettronico:
la velocita, in virtu della minore complessita circuitale rispetto a quella dei
sistemi general purpose; il minore costo in termini di dimensioni del circuito
(vogliamo dire: quando la tecnologia avra prodotto circuiti affidabili, converra
certamente di piu spendere qualche centinaio di migliaia di lire per un chip
neurale, che comperare un CRAY insieme a qualche programma di neuro-

simulazione) e di consumi energetici.

Tuttavia i chip neurali risentono pure di tutte le limitazioni derivanti dalla
tecnologia in uso, limitazioni che affliggono in diversi modi le varie parti fun-
zionali di questi sistemi. La ricerca, nella progettazione dei circuiti neurali,
ha seguito strade diverse, nell’intento di realizzare in modo ottimale ciascuna
delle funzioni presenti nella “macchina neurale”. Ciascuno degli approcci ha

rivelato peculiarita e punti deboli.

ISPICE & un complesso e versatile simulatore circuitale.
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Nell’offrire una panoramica delle varie filosofie di sviluppo dei chip neurali
non pretenderemo di essere esaustivi, anzi porremo l’accento su quei temi che

ci sembrano piu direttamente connessi al nostro lavoro.

2.1 Una Classificazione

Potremmo pensare le reti neurali hardware come costituite da tre parti con

differenti funzioni:

e Unita di calcolo, che possono eseguire operazioni semplici come la
moltiplicazione dei segnali per i pesi sinaptici o come la somma per cal-
colare il valore dell’attivazione, oppure complesse, come il computo della

funzione non lineare di trasferimento o I'aggiornamento dei pesi.

e Unita di memorizzazione, che immagazzinano l'informazione usata

per i calcoli (tipicamente i pesi delle connessioni).

e Strutture di interconnessione, che permettono lo scambio di infor-
magzione tra unita di calcolo e di memorizzazione, nonché con il mondo
esterno. B appena il caso di far notare come in un simulatore il problema
delle interconnessioni non esista, poiché i neuroni sono tutti ugualmente

“vicini” all’interno della RAM del sistema, e tutte le operazioni vengono

eseguite dalla CPU.

Come del resto accade in qualunque circuito elettronico, ciascuna di queste
funzioni di base potrebbe avere un modo diverso di “rappresentarsi” 1'infor-
magzione che manipola.

Proviamo a classificare i circuiti neurali seguendo questo criterio:
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a) Il tempo ed i valori (delle grandezze in gioco) sono continui: 'in-
formazione ¢ trasportata da livelli di tensione e/o corrente; non esiste
una tempificazione delle operazioni tanto per cio che concerne il calcolo

quanto per la comunicazione.

b) Il tempo & discreto, i valori sono continui: l'informazione viene
trasferita da tensioni e/o correnti che, tuttavia, diventano “valide” (e

quindi possono essere utilizzate) solo ad intervalli di tempo definiti.

c) Il tempo ed i valori sono discreti: l'informazione & trasportata,
immagazzinata e processata in forma binaria, usando gates, registri ed

altri dispositivi logici.

Dal momento che, come abbiamo osservato, ciascuno dei sottosistemi che costi-
tuiscono un circuito neurale puo rappresentare in modo diverso 'informazione,
possono essere definite varie famiglie di chip neurali. Cercheremo di mettere
in evidenza quali siano, almeno nelle linee generali, i benefici e gli svantaggi di

ciascun approccio implementativo.

2.1.1 Circuiti Neurali Digitali

Le reti neurali completamente digitali usano circuiti logici per elaborare in-
formazione discreta sia nel dominio delle ampiezze che in quello del tempo.
Tipicamente vi troveremo circuiti ALU specializzati nel calcolo di somme-di-
prodotti, banchi di memoria per memorizzare i pesi ed i risultati intermedi
delle computazioni, bus seriali o paralleli a costituire le strutture di connessio-
ne tra le varie unita.

Sia il time-sampling che la discretizzazione dei valori dei parametri della rete
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conducono ad errori e perdite di informazioni. In particolare, il campionamen-
to dei segnali pone un upper bound sulla larghezza di banda (cioe sull’intervallo
delle frequenze) del segnale elaborato dal sistema (si veda un qualunque testo
che parli di teoria dei segnali); la discretizzazione di una variabile introduce,
invece, un errore di quantizzazione E, = S/2" dove S ¢ il massimo valore che

la variabile puo assumere ed N e il numero di bits utilizzati.

Se ¢ vero che i circuiti digitali sono affetti da entrambe i problemi sopra
accennati, e pur vero che questi sono gli unici errori presenti in tali sistemi. Se

decidiamo di accettarli potremo, nel contempo, beneficiare di:
e un’alta immunita ai “rumori”,

e una grande precisione di calcolo,

e la possibilita di usare dispositivi standard per l'implementazione delle

varie funzioni (ALU, memorie RAM, etc ...),
e l'alto sfruttamento dei componenti utilizzando tecniche di multiplexing,

e una maggiore facilita di integrazione di questi circuiti all’interno di altri

sistemi digitali di elaborazione,

e un alto grado di connettivita tra i vari circuiti neurali, a disegnare

topologie complesse.

A cio si aggiunge la possibilita, una volta definita l'architettura delle rete
neurale, di sfruttare tecniche automatiche di progettazione digitale ormai con-
solidate.

Va tuttavia precisato che i circuiti digitali richiedono un maggiore spazio su

chip rispetto a quelli analogici per implementare funzionalita equivalenti.
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2.1.2 Circuiti Neurali Analogici

Sono quei circuiti che lavorano con segnali continui (siano essi tensioni o cor-
renti) sempre validi nel tempo (non c¢’¢ campionamento del segnale).
Come tutti i sistemi di questo tipo, le reti analogiche sono afflitte da seri

problemi:

e il rumore, che fissa un lower bound sul valore dei segnali che conducono
informazione “utile”; le variazioni di segnale al di sotto di questa soglia

non possono essere considerate valide;

e errori di offset e non-linearita dei dispositivi, che possono modificare

il comportamento del circuito rispetto a quanto previsto dal progettista;

e la capacita di reazione dei vari componenti (slew rate), che limita

la velocita di elaborazione del segnale e ne riduce la larghezza di banda.

Tutti questi tipi di errore si accumulano ad ogni passo di elaborazione in modo
irreversibile. Verrebbe allora da chiedersi quali siano le ragioni dell’interesse
che pure questo tipo di approccio progettuale ai circuiti neurali suscita, vista

la scarsa precisione che esso e in grado di fornire.

In realta va tenuto presente che nelle operazioni critiche effettuate nelle reti
neurali sono coinvolte un gran numero di variabili (si pensi al calcolo dell’atti-
vazione); se gli errori introdotti sono uniformemente distribuiti su ciascuna di
esse, il loro contributo al risultato finale probabilmente sara vicino allo zero;

verrebbero cosi ad attenuarsi non poco gli effetti negativi legati al rumore.

Una seconda ragione va ricercata nella natura stessa dei sistemi neurali.

Nei sistemi “aperti” la precisione dei risultati dipende da quella di ciascuno
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dei sottosistemi presenti nella catena; al contrario, in quelli dove & presente
una retroazione (feedback) la precisione dell’intero circuito, come sa bene
qualunque ingegnere, e legata essenzialmente a quella della rete di feedback.
Cosl accade anche nei circuiti neurali che abbiano una qualche regola di ap-
prendimento on-chip, visto che anch’essi possono essere considerati dei sistemi
e e . . . o

chiusi”. In questo caso infatti, mentre la rete impara ad eseguire il com-
pito per cui viene addestrata, il circuito di apprendimento sara in grado di

compensare anche i disturbi propri del chip, i cosiddetti errori in-the-loop [8].

Se a tutto questo aggiungiamo il fatto che i circuiti analogici sono piu
veloci dei cugini digitali, oltre a richiedere un minore spazio su chip a parita
di funzioni implementate, ecco che l'interesse verso i circuiti neurali analogici

non appare piu cosl ingiustificato.

2.1.3 Circuiti Neurali Ibridi

Nel tentativo di aggirare gli svantaggi propri degli approcci sopra descritti,
parte della ricerca si e dedicata allo sviluppo di circuiti neurali che prevedano
I'utilizzo di dispositivi sia digitali che analogici, con gli appropriati convertitori
analogico/digitale/analogici a consentire la comunicazione tra le varie compo-
nenti (vedi, ad es., [3]). Questa soluzione mira ad implementare ciascuna

funzione del circuito nel modo migliore.

Tipicamente questi circuiti usano dispositivi analogici (amplificatori ope-
razionali) per realizzare le funzioni di somma o di trasferimento, mentre i pesi
vengono immagazzinati in memorie binarie e convertiti in forma analogica pri-
ma di essere utilizzati per i calcoli. La maggior parte dei circuiti integrati

neurali prodotti a livello commerciale € attualmente di questo tipo.
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2.2 L’Implementazione dei Pesi

Le funzionalita di calcolo dei sistemi neurali, come il computo della funzione di
uscita, hanno trovato una efficace implementazione analogica mediante 'utiliz-
zo di svariati dispositivi (amplificatori differenziali, etc ...) con i quali, ad es.,
e possibile riprodurre le funzioni di trasferimento piu in uso nelle simulazioni

software (sigmoide, gaussiana).

Al contrario, qualunque sia la filosofia di progetto che si decida di abbrac-
ciare, ’implementazione dei pesi su chip & soggetta a vincoli, vincoli
legati alla stessa natura “discreta”, o comunque finita, dei circuiti integrati.

I neuro-simulatori, fatti salvi i limiti dovuti alla precisione di macchina, con-
sentono ai pesi di assumere valori comunque elevati; ¢io non puo accadere in
un circuito integrato, dove i valori delle tensioni e delle correnti devono sotto-
stare a precise limitazioni. Inoltre, qualora si decida di utilizzare dei banchi di
memoria per immagazzinare i pesi, questi potranno assumere soltanto un in-
sieme finito di valori, in relazione al numero dei bits a disposizione per ciascun
peso; si introdurranno cosi anche gli errori dovuti alla quantizzazione (per una

panoramica veloce su queste problematiche si veda [17]).

Questa ulteriore limitazione, tipica dei pesi digitali, deporrebbe a favore di
una integrazione analogica degli stessi, che sarebbero cosi soggetti soltanto a
vincoli di ampiezza; questo tipo di integrazione risulta pero piu complessa da
realizzare, per problemi di natura tecnica che fino ad oggi non hanno ricevuto
una soluzione elegante.

Piu precisamente, non si hanno ancora a disposizione tecniche affidabili per
I'integrazione analogica di pesi che possano essere modificati, condizione que-

sta indispensabile per la realizzazione di circuiti neurali che siano flessibili e
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soprattutto capaci di apprendere.

Fino ad ora ci si ¢ affidati a dispositivi con effetto capacitivo (transistori MOS):
la quantita di carica presente nel dispositivo sarebbe proporzionale al valore
del peso; questi dispositivi tuttavia sono soggetti a scarica in tempi molto bre-
vi (< 1ms) e quindi inadatti a fungere da unita di memorizzazione, a meno
di essere continuamente “rinfrescati” per mezzo di memorie a lungo termine.
Negli ultimi tempi sono stati messi a punto dispositivi chiamati floating gate
transistors, che mostrano una capacita di ritenzione della carica che puo arri-
vare fino ad alcuni anni. Pur avendo ancora dei tempi di scrittura inadeguati,
i floating gate transistors sembrano oggi i migliori candidati a sostituire le me-
morie binarie che, oltre ad avere i problemi sopra menzionati, occupano sul

chip spazi enormi, se comparati a quelli degli equivalenti dispositivi analogici.

2.3 Le Strutture di Connessione

La necessita di collegare in maniera per quanto possibile completa i neuroni
presenti su un chip, fa si che la maggior parte dell’area di silicio sia occupata
dalle strutture di connessione.

Questo impedisce che su un unico chip possano essere integrati piu di un
certo numero di neuroni (di norma qualche centinaio). Diventa decisivo allora,
volendo avere a disposizione reti molto grandi, poter collegare fra loro diversi
chip.

Di seguito ci limiteremo ad elencare solo alcune tra le problematiche legate al

collegamento dei neuroni su chip:

e la sensibilita al rumore propria dei “fili” di connessione;
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e la difficolta di adattare i valori in uscita di un chip a quelli in ingresso
al successivo, solo in parte risolubile adottando tecniche di trasmissione

digitali;
e gli alti consumi energetici delle connessioni;

e le mutue interazioni tra i segnali trasferiti, che riducono la larghezza di

banda “utile”.

In questi ultimi anni le reti opto-elettroniche sono state certamente il
tentativo piu interessante fatto per risolvere i problemi legati alla comunica-
zione tra neuroni [11].

L’approccio opto-elettronico, sostituendo fasci di luce ai fili di connessione,
offre diversi contributi risolutivi: abbassa in maniera drastica i consumi di
energia; elimina i problemi di interazione tra i segnali trasmessi e, cio che e piu
importante, consente la realizzazione di reti molto dense, potendo sfruttare

per le connessioni anche la terza dimensione dello spazio.

I primi prototipi realizzati hanno messo in evidenza, tra ’altro, un ulterio-
re incremento nelle velocita di computo rispetto ai “normali” chip integrati.
Rispetto ad un simulatore software supportato da hardware adeguato, le reti

opto-elettroniche sembrerebbero 109/10'° volte pitt veloci. Non & male.
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Capitolo 3

Reti a Pesi Limitati

Lavori teorici sulla capacita di approssimare funzioni a valori reali da parte
delle reti feed-forward sono stati proposti da diversi autori (vedi [14, 15, 13,
33, 19]), tra i quali meritano menzione K. Hornik, M. Stinchombe e H. White.
Gli ultimi due, in particolare, hanno ottenuto nel 1990 [34] un importante
risultato, dimostrando che le reti feed-forward a pesi limitati aventi un unico
strato di neuroni nascosti con funzione di attivazione € C'(IR), sono in grado
di approssimare bene quanto si voglia funzioni continue a valori in IR™, a patto
comunque di predisporre un numero sufficiente di unita nascoste. Questo fatto,
quantunque di notevole rilevanza teorica, ha contribuito forse a far diminuire
I’attenzione rivolta verso la ricerca delle relazioni esistenti tra vincoli sui pesi,
numero di neuroni ed effettive capacita di apprendimento delle reti neurali,
quantomeno per quegli aspetti piu direttamente connessi al campo delle reti

hardware.

40
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3.1 1l Problema

Il presente lavoro, come gia accennato, concerne non tanto le capacita di ap-
prossimazione, quanto quelle “classificatorie” delle reti feed-forward multistra-
to.

Come abbiamo osservato nel capitolo precedente, le integrazioni hardware del-
le reti neurali introducono delle limitazioni, non tanto per cio che riguarda le
funzioni di trasferimento quanto piuttosto in relazione ai pesi, qualunque sia
I'approccio progettuale di riferimento (vedi la sezione 2.2).

I pesi, infatti, saranno costretti ad assumere valori all’interno di un interval-
lo prefissato e, nel caso di implementazione digitale, dovranno sopportare le

approssimazioni legate alla quantizzazione.

In questo capitolo cercheremo di capire se e quanto il potere separatore di
una rete risulti compromesso qualora i pesi della rete siano vincolati all’interno
di un intervallo prefissato che contenga lo zero; nel successivo analizzeremo
invece gli effetti della quantizzazione.

Piu precisamente, il problema affrontato sara quello della classificazione di due

punti dello spazio degli ingressi appartenenti a classi distinte.

Cominceremo la nostra analisi considerando il caso di reti formate da neu-
roni “a soglia”, neuroni cioe aventi come funzione di trasferimento la funzione
a gradino descritta dalla (1.3). Successivamente ci rivolgeremo alle reti aventi

71: chiameremo cosi quei neuroni la cui funzione di attiva-

neuroni “sigmoidali
zione sia “assimilabile”, per il suo andamento e per i suoi effetti, alla funzione

sigmoide (vedi la (1.7)). In entrambe i casi la regola di propagazione, che

Lpreciseremo nel seguito, in maniera formale, il significato del termine (vedi la definizione

a pag. 50).
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calcola l'ingresso totale al neurone, sara definita nel modo seguente:
net(w,T) = iw,wi +6 (3.1)
i=1
dove i w; sono le componenti del vettore w dei pesi associato agli n ingressi x;

del neurone, e 6 ¢ il valore di soglia.

Sia le reti a soglia che quelle di neuroni sigmoidali sono sempre state oggetto
di particolare attenzione da parte della comunita scientifica. In letteratura
troviamo, in proposito, lavori basilari, tra cui vanno certamente ricordati [21,
28, 29] ed il fondamentale [31]. Esistono inoltre molti studi relativi alle capacita
di classificazione delle reti; tra quelli che presentano maggiori affinita con il

lavoro da noi svolto ricordiamo [22, 35, 36].

3.2 Il Neurone a Soglia

Consideriamo innanzitutto il caso piti semplice di una rete costituita da un
unico neurone a soglia. Senza perdere in generalita, ci restringeremo al caso
di un neurone avente due ingressi, essendo concettualmente semplice estendere

quanto segue al caso IR"™.

L’ingresso totale al nostro neurone sara espresso dunque dalla regola di
propagazione:

net(w,T) = wiry + waxs + 0 (3.2)

Formalmente, trovare un neurone che “separi” due punti T (z1,x2) ed

7 (y1,y2) del piano, vorra dire individuare un vettore w di pesi ed una soglia



CAPITOLO 3. RETI A PESI LIMITATI 43

W) X+w,y+8=0

Figura 3.1: Un neurone a soglia con due ingressi divide il piano in due regiont.

0 tali che abbia soluzione il sistema:
WX, + wexe +6 >0
(3.3)
w1y +ways +6 <0
E possibile inquadrare il problema anche da un punto di vista geometrico:
separare due punti P;, P, del piano vorra dire allora trovare una retta che lo

divida in due regioni R;, Ry, in modo tale che P, € Ry e P, € Ry 0 viceversa

(vedi fig. 3.1).

La geometria ci insegna che questo ¢ sempre possibile purché i punti siano
distinti (basti pensare, se non altro, alla retta ortogonale al segmento che con-
giunge i punti dati e passante per il punto medio di quest’ultimo). Individuata

dunque la retta in questione, sia la sua equazione:
ar +by +c=0 (3.4)

Ora, come sappiamo, se da un lato ’equazione lineare (3.4) individua la ret-

ta cercata, d’altro canto la stessa retta sara descritta dalle infinite equazioni
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lineari

dr+by+d=0 (3.5)

dove a = \a, b = A\b, d = Ac,

con A€ R, \#D0.

Qualora si fosse vincolati all'uso di parametri limitati in modulo,

supponiamo dal valore B, bastera scegliere

B
A= (3.6)
max(|al, [b], [c])

in modo che la (3.5) abbia tutti i coefficienti, in modulo, minori o al massimo

uguali a B.

In definitiva, sara sempre possibile trovare un neurone a soglia con pesi
limitati in grado di separare due punti nel piano o, se si vuole, un vettore
di pesi ed una soglia, comunque limitati in modulo, che soddisfino il sistema
(3.3). La limitazione sui pesi non diminuisce dunque il potere separatore di un

neurone a soglia.

3.2.1 Equazioni Lineari Equivalenti

Prima di passare alle reti di neuroni a soglia, c¢i sembra appropriato definire
in questa sede il concetto di equivalenza tra equazioni lineari. La definizione
discende in maniera naturale dalle considerazioni precedenti, tuttavia la por-
remo tra vettori m-dimensionali, vista la corrispondenza biunivoca esistente

tra le m-ple reali e le equazioni lineari Z?:ll a; r; + amy = 0.

Definizione 3.1 Sia IR™ Ulinsieme delle m-ple reali; definiamo una
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relazione ~ sugli elementi di IR™ ponendo V7,5 € IR™,
T~y se ANER, NA0 @ T=M\y. (3.7)

Si dimostra facilmente che la (3.7) definisce un’equivalenza tra vettori di IR™.

O

Se quozientiamo IR™ rispetto a ~, otteniamo l'insieme
R™/~ ={[z]. : T€ R™} (3.8)

dove

z].={geR™ : y~z} (3.9)

e la classe di equivalenza contenente 7.

Generalizzando le considerazioni fatte in precedenza nel piano cartesia-
no, potremo dire che l'insieme IR™/~ si trova in corrispondenza biunivoca
con l'insieme degli iperpiani distinti di dimensione m — 2, se consideriamo
anche gli iperpiani degeneri corrispondenti alle classi di equivalenza [ﬁ} e

~

[(0,0,...,0,1)]~.

Tornando nel piano cartesiano, la retta di equazione ax + by + ¢ = 0 potra,
a questo punto, essere denotata utilizzando la classe di equivalenza [(a, b, ¢)]..

In altre parole, a ciascuna retta corrispondera ora un elemento di R3/~.

3.3 Reti di Neuroni a Soglia

Quanto visto per il singolo neurone accade pure per reti di neuroni a soglia con
topologie comunque complesse: sara sufficiente modificare in modo opportuno

i parametri relativi a ciascun neurone per ottenere una rete equivalente (che
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a) b)

2| 2N/ 2|2 1><1
1\

-1.5

-1 . -3 05
o

-1 05

-2

Figura 3.2: La rete a soglia non perde le sue potenzialita limitando i pesi.

risponda cioe in ugual maniera alle stesse sollecitazioni in ingresso) a pesi

limitati.

Esempio 3.1  Consideriamo la rete di neuroni a gradino in figura 3.2a. La
topologia ivi riportata, con i pesi e le soglie indicate, risolve egregiamente il
problema dello XOR. Si supponga ora di volere una rete di uguale topologia e
di pesi limitati a 2 in modulo, che sia ad essa equivalente: bastera moltiplicare

per h = ) ciascuno dei parametri della rete (nei pesi w; sono comprese

anche le soglie), per ottenere la rete mostrata in figura 3.2b. Questa rete avra,

come si verifica facilmente, lo stesso comportamento di quella originaria.
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3.4 Alcune Definizioni

Il neurone a soglia si dimostra, in definitiva, sempre in grado di separare
due punti, indipendentemente da limitazioni sui pesi cui debba sottostare; per
questo motivo non ci sembrerebbe fuori luogo indicare come “infinita” la sua
capacita di classificazione.

Per poter mettere a confronto in maniera rigorosa il potere separatore di cia-
scun tipo di neurone, introdurremo alcune definizioni. Prima di cio, tuttavia,
vorremmo fare un’osservazione.

Mentre il neurone a soglia fornisce sempre una risposta “chiara” (0 oppure 1)
qualunque sia il valore in ingresso, la risposta di un neurone sigmoidale
varia in “intensita” al variare dell’input; se questa intensita sia “sufficiente”
ad individuare la classe di appartenenza di un ingresso dipende dalle scelte di
progetto. In altre parole, occorrera prima di tutto stabilire quale debba essere,
per le risposte del neurone, la distanza massima accettabile (la indicheremo
con ¢) dai valori che la funzione di attivazione puo fornire “alla saturazione”.
Supponendo ora che il neurone restituisca un’uscita y nell’intervallo [0, 1], chia-
meremo “0” (“1”) la classe di quegli ingressi per i quali 'output del neurone
sara minore di € (maggiore di 1 —¢). Negli altri casi, cioe quando e <y < 1—¢,

la classe dell’ingresso rimarra indeterminata.

Osservare la situazione da un punto di vista geometrico ci sara di aiuto.
La figura 3.3 mostra l'uscita di un neurone con due ingressi, pesi w; = wy = 1
e funzione di attivazione data dalla (1.7), con parametro 7" = 1. Come si
vede dalla figura, il neurone divide lo spazio degli ingressi in tre regioni, le cui
dimensioni dipenderanno dalla tolleranza scelta per le risposte, cioe dal valore

di €. Una regione in cui l'uscita del neurone sara “1”, una regione con uscita
)
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Figura 3.3: Un neurone sigmoidale divide il piano in tre regions.

“0” ed una terza regione intermedia, che chiameremo fascia di indistinguibilita,
dove la risposta non sara sufficientemente nitida da poter essere classificata.
La scelta di € incidera in particolare sull’ampiezza di quest’ultima regione.
Nella nostra figura i punti A e B sono “separati” dal neurone al contrario di
B e C, dal momento che C si trova nella fascia di indistinguibilita.

E importante, in ultima analisi, tenere presente che la capacita di un neuro-
ne sigmoidale di separare due ingressi dipende innanzitutto da quanto nitida

vogliamo che sia la sua risposta.

Detto questo, passiamo alle definizioni:

Definizione 3.2 Sia u un neurone con funzione di uscita fz : R™ — [a, f];
diremo che due punti T7 e T; € IR™ sono separati da u (oppure u separa
T1 e T3) sse

fo@) <a+e e fol@)>B—¢ (3.10)
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0 viceversa;
dove 0 < ¢ < 222 o w ¢ un fissato vettore di parametri che influenza il
2

comportamento della funzione f. O

Definizione 3.3  Sia u un neurone con funzione di uscita fz : R™ — [a, f];

diremo che due punti T e T € IR™ sono separabili sse

3 w tale che u separa T e T. (3.11)

Ai fini delle precedenti definizioni non e stato necessario specificare ulterior-
mente la natura della funzione f associata al neurone u, che ¢ stata presentata
in modo generico come funzione degli n ingressi ed influenzata dal vettore w
dei parametri del neurone.

Di fatto restringeremo la nostra attenzione a quelle funzioni di uscita che siano
composizione di due funzioni g ed h, dove h coincide con la regola di propa-
gazione net(w, ) definita dalla (3.1), e g appartiene alla classe di funzioni di

trasferimento che definiamo qui di seguito.

Definizione 3.4 Chiameremo G(IR) I'insieme delle funzioni g : IR — IR

non decrescenti e tali che

-0 < o= mgr_noog(x) < z1_15{100“(](35) = < 400 (3.12)
O
Osservazione: Se g € G(IR) ed «a, f denotano i limiti di g a —oo e +00

rispettivamente, come indicato nella (3.12), allora g : R — [, f].
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Come si vede, la classe di funzioni G(IR) comprende le gia citate funzione
a gradino e funzione sigmoide.
Anche se il termine “funzione di uscita” e stato adoperato per denotare la
funzione f delle definizioni 3.2 e 3.3, nel seguito lo utilizzeremo, seguendo la

prassi comune, anche per indicare la funzione di trasferimento del neurone.

Puntualizziamo ora, sulla base della definizione 3.4, altri concetti che

risulteranno utili alla nostra causa.

Definizione 3.5 Sia u un neurone con funzione di attivazione f € G(IR);
indichiamo con a e [ i limiti a —oo e +o0o, come nella definizione 3.4;
B—a

sia € un numero reale appartenente a (0, T); chiameremo intervallo di

inseparabilita [intervallo [a,b] C IR dove

a= sgp{m cflx) <a+e} b= irl}f{a: cflx) >0 —¢} (3.13)

Definizione 3.6  Sia [a,b] I'intervallo di inseparabilita di un neurone u, e

sia k = b — a; definiremo grado di separabilita di u il numero % a

Riteniamo sia importante sottolineare una volta ancora come il proble-
ma della separabilita sia legato alla scelta del valore € che definisce 1'errore
accettabile. A rigore dunque, nelle definizioni avremmo dovuto parlare di
“e — separabilita” anche se, per nostra comodita, abbiamo preferito non farlo.
Vogliamo precisare infine il significato del termine sigmoidale introdotto in

precedenza:

Definizione 3.7 Chiameremo sigmoidale un neurone la cui funzione di

trasferimento f goda delle seguenti proprieta:
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f(net)
P
p-e -
at+e
a
a ') b net(x,w)

Figura 3.4: L’intervallo di inseparabilita.
1. feg(R);

2. 35,O<€<B*?a: b. > a..

dove a.,b. sono stati definiti nella (3.13). O

Come si arguisce dalla definizione, con il termine sigmoidale abbiamo vo-
luto individuare quei neuroni il cui grado di separabilita sia effettivamente
influenzato dalla scelta di €, cosa che non avviene per il neurone a soglia.

4

Infatti, come abbiamo gia sottolineato, la “qualita” della risposta di un neu-
rone avente funzione di uscita a gradino e indipendente dalla tolleranza scelta;
cio fa si, in base alla (3.13), che divenendo a e b coincidenti, si abbia k = 0.
Questo implica, per la definizione 3.6, che il grado di separabilita di questo

neurone sia infinito. Sard quindi sufficiente che due punti 77 e 75 € IR" sia-
q p 1 2

no distinti perché esista un neurone a soglia in grado di separarli secondo la
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definizione 3.2.

3.5 Neuroni Sigmoidali

E possibile conseguire anche con neuroni di tipo sigmoidale (che pure dipen-
dono, per cio che riguarda la loro capacita di separazione, dalla scelta di €) un
grado di separabilita comunque elevato, una volta fissata la tolleranza?

Prendiamo in esame, ad es., un neurone, che chiameremo wu, la cui funzione
di uscita sia la funzione sigmoide definita dalla (1.7), e che qui riportiamo di

nuovo per comodita:
1

@) = o (3.14)

Essendo la (3.14) continua e crescente su tutto il dominio, possiamo esprimere

i punti estremi dell’intervallo di inseparabilita come:

a= fe), b=f11—¢) (3.15)

dove f7Y(z) =T -In (ﬁ) e 'inversa della funzione di uscita.

Rendiamo espliciti a e b:

azT-ln(lE ), b:T-ln<1;€> (3.16)

—€

E facile notare che, quando T tende a zero, la stessa cosa succede ai valori di a
e b; di conseguenza, andando ad infinito il suo grado di separabilita, il neurone
u mostrera lo stesso comportamento del neurone a soglia. Dalla figura 1.8 si
vede come, quando T" — 0, la forma della sigmoide tenda a sovrapporsi a

quella della funzione a gradino.

Consideriamo ora un neurone v avente funzione di attivazione g sigmoide,

in cui manchi il parametro 7" o, se si vuole, con 7' = 1. Il valore di attivazione
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sia espresso dalla (3.1). In questo caso rimarranno fissati, come si vede dalla
(3.16), anche a e b, e quindi k. Non potendo modificare &, non potremo ottenere
in maniera diretta un grado di separabilita comunque grande per il neurone
v. Possiamo, tuttavia, fare ancora in modo che v “simuli” il comportamento
del neurone u agendo sui pesi delle connessioni che a v afferiscono: infatti,
scegliendo per v un vettore di pesi w* tale che

w;:% i=1,...,n (3.17)

dove i w; sono i pesi® di u e T la temperatura della sua funzione di uscita,
otteniamo
f(net(w,z)) = f (Z w; - xz> =
i

1 1

= (3.18)

1+ e

= o(Suro) = stnettw )

Se consentiamo ai pesi w; di crescere senza limitazioni, anche il neurone v
potra esibire una capacita di separazione uguale a quella di u: dalla (3.17) si

vede infatti che quando 7" — 0, w] — oo.

Quanto visto sembrerebbe condurci ad un’importante conclusione: ¢ pos-
sibile avere neuroni sigmoidali con un grado di separabilita comunque elevato
agendo su un eventuale parametro di temperatura presente nella funzione di
uscita o, in alternativa, permettendo ai pesi delle connessioni di crescere senza

limitazioni.

Il fatto & che praticamente tutte le implementazioni hardware delle reti

neurali non consentono ai pesi delle connessioni di crescere senza limiti, né

2Abbiamo assimilato, in questo caso, la soglia agli altri pesi; vi vede facilmente, infatti,

che la soglia si comporta come un peso associato ad un ingresso sempre uguale ad 1.



CAPITOLO 3. RETI A PESI LIMITATI o4

possono integrare funzioni che siano modificabili attraverso parametri di tem-
peratura.

Ma in queste condizioni, dati due punti nello spazio degli ingressi, potrebbe
non esistere un neurone capace di distinguerli.

Il teorema che segue puntualizza questa conclusione in modo formale.

Nell’esprimere la distanza tra due punti utilizzeremo non la tradizionale
formula euclidea, bensi la notazione derivante dalla norma di Manhattan, detta

anche “norma 1”7 (vedi I’equazione (A.5) in appendice):

di(T,7) =Y |z — yil (3.19)
i=1

Inoltre indicheremo con B il massimo valore in modulo che un peso wy puo
assumere, cioe

Vi jwg| < B (3.20)

Teorema 3.1  Sia u un neurone con funzione di uscita f € G(IR); sia il
valore di attivazione dato dalla net (w,T) = >, w;x; + 0 e sia % il grado di

separabilita del neurone; se u separa due punti T,y € IR™ allora

k
di(T,7) > B (3.21)
Dim. Poiché u separa T ed 7, secondo la definizione 3.2 avremo
f(net(w,z)) <a+e e f(net(w,y)) > —¢ (3.22)

0 viceversa;

Chiamiamo a, b gli estremi dell’intervallo di inseparabilita; essendo f non

decrescente, possiamo riscrivere la condizione di separabilita:

net(w,z) < a e net(w,y) > b (3.23)
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0 viceversa.

La precedente equazione implica

b—a < |net(w,T) — net(w,y)| (3.24)
da cui
. —

(3.25)

l

< lez Yil

Per ogni termine della sommatoria, |w;| puo essere maggiorato da B, cosicché

avremao:

n
ko< Y |wil - o — gl <
—1

IA

i=1
< B- Z |z — i
dalla quale
k
B < Z |z; — il (3.27)

e quindi

(3.28)

Il teorema fornisce una condizione necessaria affinché due punti siano se-
parabili da un neurone. Con un esempio cercheremo di metterne in evidenza

le implicazioni.
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Esempio 3.2  Si supponga di avere due punti nello spazio a due dimensioni,
Z1 = (0,0) ed 73 = (1, 1); sia u un neurone con funzione di uscita f data dalla
(3.14) con il parametro T' = 1; si scelga B = 1; supponiamo inoltre di volere
una certa accuratezza di risposta da parte del neurone: sceglieremo, ad es.,
e = 0.1 (cio vuol dire che considereremo 0 I'uscita del neurone se questa sara
minore od uguale a 0.1, ed 1 se maggiore od uguale a 0.9). In questo caso

I'intervallo di inseparabilita diventa
[ (e), fH (1 —&)] = [-2.21,2.21]

Essendo k = 4.42 e di(71,T3) = 2, la (3.21) non viene soddisfatta. Questo ci

dice che il potere separatore di u e insufficiente a distinguere i punti 77 e 75.

A questo punto abbiamo due possibilita: potremmo scegliere un valore per
B piu grande di 1, oppure un valore per € piu grande di 0.1. Se il nostro neurone
fosse implementato in un chip, non avremmo probabilmente la possibilita di
cambiare il valore di B; dovremo dunque essere piu tolleranti nei confronti
del neurone (poverino), ed accettare una minore accuratezza nelle sue risposte

scegliendo un € appropriato.

Possiamo chiederci quale debba essere la minima tolleranza accettabile
perché la (3.21) sia soddisfatta con B = 1. In questo caso k non potra
essere piu grande di 2; se scegliamo [—1,1] tra i possibili intervalli di
inseparabilita (il che vuol dire fissare nella (3.2) un vettore w = (1,1) e
0 = —1), possiamo calcolare f(—1) ed f(1). Avremo f(—1) = 0.27 ed
f(1) = 0.73; bastera accettare una tolleranza ¢ = 0.27 perché le forze del no-

stro neurone siano sufficienti a separare, secondo la definizione 3.2, i punti dati.
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Sfortunatamente 1'equazione (3.21) esprime una condizione necessaria ma
non sufficiente per la separabilita di due punti: & possibile cioe che non esista
un neurone in grado di separare due punti anche qualora la (3.21) risulti sod-
disfatta. Va considerata infatti, ai fini della sufficienza, anche la collocazione
dei punti nello spazio degli ingressi.

Dopo aver impostato il problema della sufficienza in linea generale, faremo un

esempio in IR? che serva a chiarire le idee.

Sia v un neurone sigmoidale con funzione di trasferimento f.

Fissiamo il grado di tolleranza sulle risposte di u: sia esso €; restera, di conse-
guenza, definito I'intervallo di inseparabilita [az, bs] (vedi la definizione 3.5) e,
con esso, il numero ks = bs — ag.

Sia B il valore che maggiora il modulo di ciascun parametro del neurone.
Prendiamo due punti 7,7 € IR™ che soddisfino la (3.21): si trattera adesso
di vedere se esistono un vettore w di pesi ed una soglia ¢, con i |w;| < B e

|0] < B, per cui il sistema

wzT+0 >0
(3.29)
wy+ 60 < ag
sia soddisfatto.
Esempio 3.3 Chiamiamo in causa ancora una volta il neurone u dell’e-

sempio 3.2; saremo tuttavia piu tolleranti con lui scegliendo € = 0.23; avremo
percio az = f71(é) = —1eb: = f1(1 —¢) = 1; siano T = (1,10), ¥ = (2,8) i
punti che soddisfano la (3.21) con k: = bs —as e B = 1.

Si trattera di vedere se il sistema

w- (1,100 +6 > 1
(3.30)

w- (2,8) +60 < -1
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157 w2
“wi+2*w2-220
A1)
1 ‘ ‘
| c(0,1) |
\ \
05"
1B(-1,1/2) |
‘ ‘ wi
0
\ \
0.5¢ \ |
\ \
4L R I \
_1.5 I I I I I I I
0 15 4 05 0 05 1 15 2

Figura 3.5: La regione ammissibile ¢ definita dal triangolo ABC' ( es. 3.3).
con i |w;| <1 elf| <1, ammette soluzioni.

Sia z := T —y = (—1,2); sottraendo nel sistema (3.30) la seconda equazione

alla prima otteniamo

w-z>k (3.31)
e cioe
—wy +2we > 2 (3.32)
Disegnamo sul piano wq, ws la retta
—wy + 2wy = 2 (3.33)

oltre alle rette che rappresentano i vincoli sul vettore dei pesi.

Dalla figura 3.5 si vede che le coppie (wy,ws) ammissibili si trovano all’in-

terno del triangolo ABC'; vorremmo ora individuare il corrispondente intervallo
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dei valori ammissibili per la soglia 6.

Dal sistema (3.30) si vede che per 6 deve valere:

1-w-(1,10) <0< —1—w-(2,8) (3.34)

Si trattera allora di determinare quali siano i due punti 7,§ ammissibili del

piano (w, wsy) per cui si abbia rispettivamente

Omin=1—7T-(1,10) e Opoe=—-1—5-(2,8). (3.35)

Come ¢ noto dalla geometria, il vettore —(1,10) individua il verso della
normale alla retta § = 1 —w- (1, 10); per rendere piccolo il valore di § dovremo
far scorrere la retta in senso opposto al verso della normale; cosi facendo e
rimanendo tuttavia all’interno del triangolo ABC che costituisce la regione
ammissibile, incontreremo alla fine il vertice C, in corrispondenza del quale
avremo il nostro 6,,,.

Analogamente, spostando la retta § = —1 — w - (2,8) lungo il verso della
normale, prima di uscire dalla regione ammissibile incontreremo il punto B,
in corrispondenza del quale si avra il valore 6,,,,.

Sostituendo i punti C(0,1), B(—1,1) nelle espressioni (3.35) otteniamo
Omin = —9, Omar = —3 rispettivamente. L’intervallo [—9, —3] non rispetta
i vincoli imposti sulla soglia 6 e dunque il sistema (3.30) non potra essere
soddisfatto. In altre parole, non potra esistere un neurone con funzione di

trasferimento f e grado di separabilita k = 2 che sia capace di separare i punti

(1,10) e (2,8), qualora i parametri in modulo siano maggiorati da 1.

Proseguiamo con altre considerazioni nel piano.

In sostanza, separare due punti del piano con un neurone sigmoidale vorra
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dire, geometricamente, cercare di collocare tra di essi una “fascia” di larghez-
za k (in norma 1),* delimitata dalle rette parallele wy z +wy y+6 = b e
w1 x+wyy+60=a.

Se i punti dati soddisfano la condizione necessaria per la separabilita definita
dalla (3.21), saremo in grado di poter collocare in almeno un modo la fascia
di indistinguibilita in maniera che i punti ne rimangano all’esterno. In altre
parole, avremo la certezza di poter trovare un vettore (wy,ws), le cui compo-
nenti rispettino i vincoli, tale che la fascia di coefficiente angolare —wp bassi
tra i punti dati.

Tuttavia, proprio a causa dei vincoli esistenti sui parametri, non tutti i pos-
sibili modi (al limite nessuno) di collocare la fascia tra i due punti potranno
essere accettati. Nella figura 3.6 si vede come sia possibile collocare in piu
modi tra i punti A e B la fascia generata dal neurone sigmoidale con funzione

di attivazione
1
r)=———
f(@) 14+e®
grado di separabilita £ = 2 e limite sui pesi B = 1. In realta non uno dei “ter-
mini noti” corrispondenti alle diverse collocazioni sara accettabile, in quanto

ciascuno di questi richiede per # dei valori che non soddisfano i vincoli posti

sul parametro.

Lo stesso neurone e, invece, in grado di separare i punti C' e D di figura

3.7; tutti i modi in cui e possibile collocare la fascia di indistinguibilita tra i

1

due punti saranno accettabili, oscillando i rispettivi valori di 6 fra —é e —

3Vogliamo qui ricordare, ancora una volta, che la larghezza della fascia di indistinguibilita

rimarra definita una volta fissate la funzione di attivazione f e la tolleranza ¢.
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theta = -8/3

theta = -5/2

Figura 3.6: Nessuno dei neuroni che separano A e B soddisfa i vincoli imposti

at parametri.

\~ . theta = -1/4

05F \\\

N (©.0) | NN

Figura 3.7: Tutti i neuroni che separano C' e D sono ammissibili.
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Prima di passare all’analisi delle capacita delle reti di neuroni sigmoidali

facciamo ancora un paio di osservazioni:

Osservazione 1 Da quanto detto finora si comprende come, se si da modo
al parametro # di variare liberamente, la condizione espressa dal teorema 3.1
diventi sufficiente per I'individuazione di un neurone sigmoidale che separi due

punti dati.

Potremmo chiederci allora quale sia la minima soglia 6, in modulo, che
consenta ad un certo neurone sigmoidale di separare due punti che soddisfino
la (3.21).

In sostanza, si trattera di minimizzare la funzione z = |6| con i vincoli

wT+0>0
wy+0<a (3.36)

dove Z,7 € R".

E possibile far vedere che, adottando tecniche proprie della programmaszio-
ne lineare (P.L.), il problema in oggetto puo essere trasformato in un problema
di P.L. in forma standard ( [26], pag.25).

Il sistema lineare trasformato avra 2n + 2 equazioni e 4n + 4 incognite, dove n
e la dimensione dello spazio degli ingressi.
Il problema, quindi, potra essere risolto utilizzando D’algoritmo del

simplesso, con i ben noti vantaggi che questo comporta.

Osservazione 2 Non ci si meravigli se, nelle figure 3.6 e 3.7, la larghezza
della fascia sembra variare a seconda della sua inclinazione. Quella che cambia
e, effettivamente, la distanza euclidea tra le rette, mentre la “distanza 17,

cioe quella derivante dalla norma 1, rimane costante.
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E possibile, a questo proposito, stabilire quale sia la configurazione di pesi
che rende minima la distanza euclidea tra le rette parallele che delimitano la
fascia: se chiamiamo 7 ed s le due rette, come da figura 3.8, questa distanza
sara quella di uno qualunque dei punti di r dalla retta s.

Sia allora P un punto della retta r di equazione wix +wsy +6 —b = 0; P
avra coordinate (3?, — o+ %) La distanza di P dalla retta s di equazione

wy x +wyy + 0 —a = 0 sara data, secondo la (A.22), da:

_hm£+w2@%ﬁ+%f)+9—@

dist(P,s) = (3.37)
Vw? + w3
Sviluppando si ha:
L—wT+b—0+6—
dist(p,s) =\t wid £b-0+0-al (3.38)
\/w% + w%
da cui
| b=l
dist(P, s) = (3.39)

Vw? + w3

Come si vede dalla (3.39), la distanza minima tra le due rette si ha quando
i pesi assumono il massimo valore in modulo ad essi consentito, cioe quando,
per ogni i, |w;| = B.

Cio corrisponde a collocare la fascia con un’inclinazione di +45° rispetto al-

I’asse z. Dalle figure 3.6 e 3.7 risulta evidente come, tra le fasce aventi d; = 2

\
r
dist(P,s)

—

S

Figura 3.8: La distanza euclidea tra due rette.
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collocate fra i punti, la “piu stretta” sia quella che forma un angolo di —45°

con l'asse delle ascisse.

Resta inteso che tutte le considerazioni fatte in IR? possono essere

facilmente estese al caso IR™.

3.6 Reti Sigmoidali

Ci proponiamo ora di esaminare cosa accade alle capacita di separazione di reti
con neuroni sigmoidali una volta che i pesi siano costretti ad assumere valori
all’interno di un intervallo prefissato.

Affrontiamo la questione aiutandoci con un esempio e soffermiamoci ancora

una volta sul problema dello XOR.

Come ¢ noto, questo problema puo essere risolto da una rete non limitata
come quella riportata in figura 3.9, i cui neuroni abbiano funzione di uscita

data dalla (3.40) (vedi [30]).

(3.40)

Qé
oo

Figura 3.9: La topologia proposta in figura risolve il problema dello XOR se 1

pesi non sono limitati.
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Supponiamo ora di limitare i pesi in modo che sia B = 1. Se scegliamo ¢ = 0.1
per il neurone di uscita, avremo che k e circa 4.42. Con questo valore di k,
per il teorema 3.1 siamo sicuri che il neurone di uscita della nostra rete non
sara in grado di distinguere alcuna coppia di ingressi. Infatti, poiché i neuroni
nascosti hanno uscita nell’intervallo [0, 1], lo strato nascosto non potra mai
fornire al neurone di output una distanza maggiore di 2; percio non sara in
alcun caso possibile separare due punti.

Da qui si vede che, limitando i pesi, non sara sempre possibile ottenere gli stessi
risultati di una rete non limitata, a meno di cambiarne la topologia. Questa
¢ una limitazione intrinseca delle reti con pesi limitati, che non & legata ad

alcun algoritmo di apprendimento.

Il teorema 3.2 formalizza queste osservazioni. Nel teorema restringeremo
la nostra attenzione alle reti aventi un solo strato di neuroni nascosti (dette
anche reti a due livelli dal numero dei livelli di connessione), dal momento che
reti feed-forward di questo tipo a pesi limitati sono in grado di approssimare
qualunque funzione continua a valori in R™ ([34]).

Estendiamo prima di tutto la definizione 3.2 alle reti:

Definizione 3.8 Sia N una rete neurale feed-forward di N neuroni, dei
quali N siano d’ingresso ed N di uscita.

Sia fz, : R™ — [a, ], j = 1,..., N, la funzione di uscita di ciascun neurone.
Siano T, 7 € IR due ingressi alla rete; siano inoltre €, 77 € IR0 le uscite di
N corrispondenti ad T ed §. Diremo che T ed § sono separati da N (oppure

che N separa T ed 7j) sse

di & <a+e e m>pP—c¢ (3.41)
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oppure
m<ate e §=p—¢ (3.42)

dove 0 <e < 552 O

Teorema 3.2  Sia N una rete neurale feed-forward a due livelli, con neuroni
aventi funzione di trasferimento f € G(IR) e valore di attivazione dato dalla
(3.1); sia % il grado di separabilita (di ciascun neurone) della rete; se N separa

due punti T,y € IR™ allora

(3.43)

| =

(B—a)-n>

dove n ¢ il numero delle unita nascoste.

Dim. Data la definizione 3.8, possiamo restringere la nostra attenzione ad

uno dei neuroni di uscita che separano T ed ¥; lo chiameremo u. Sia Z =
. . s .

21,22, +, 2z 1l vettore che rappresenta l'uscita delle unita nascoste. Siccome

u, il neurone di uscita, separa T ed 7, dal teorema 3.1 avremo che

di(Zy,Zy) > (3.44)

k
B
dove Z, e z, indicano rispettivamente le uscite delle unita nascoste quando gli

ingressi T ed 7 sono presentati alla rete. Rendiamo esplicito il primo membro

della (3.44); possiamo scrivere:
di(Z2,2y) = Z|sz —zy| =
i=1
- k
= 2_|f(neti(®)) - f(neti(m))] = 5 (3.45)
i=1

dove

J
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¢ Pattivazione dell’i-esimo neurone nascosto.

Essendo la (3.45) una somma di n moduli, non tutti potranno essere minori di

.

5. Dunque

3 q: [f(nety(z)) — fnety(y))] = o (3.47)
Ora, per come f ¢ definita,

|f (nety(7)) — f(nety(y))] < (8 - a) (3.48)

da culi la tesi. O

Una volta fissati «, 5 e B (come di solito accade nelle implementazioni
hardware), il teorema 3.2 fornisce un lower bound per il numero n dei neuroni
nascosti necessari a risolvere un qualunque problema di classificazione con un
certo grado di accuratezza . Il teorema, ad es., c¢i mostra immediatamente
come la rete mostrata in figura 3.9 non possa convergere quando B < 1 ed

¢ =0.1.

Il teorema nella sua enunciazione € molto generale, non facendo alcun rife-
rimento specifico ad una particolare funzione di trasferimento.
Tuttavia, il poter centrare ’attenzione su una qualche funzione di attivazione
ci consente di mettere in relazione (come ¢ gia stato fatto nel teorema 3.1) la
distanza tra gli ingressi con i parametri caratteristici della rete. Vale infatti la

seguente

Proposizione 3.1  Sia N una rete neurale feed-forward a due livelli, con
neuroni aventi funzione di uscita f € G(IR) e valore di attivazione dato dalla
(3.1); sia % il grado di separabilita (di ciascun neurone) della rete; se N separa
due punti T,7 € IR™ allora

h(w.p) > % (3.49)
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dove ty e un valore che dipende dall’andamento della funzione f.

Dim. Essendo la f nelle ipotesi del teorema 3.2, per essa varra 1’equazione
(3.47). Affinché la (3.47) sia soddisfatta, ci chiediamo come dovra essere la
differenza

|net,(T) — nety(y)], (3.50)

domanda lecita, considerando la non decrescenza della f. La differenza (3.50)
sara, in generale, almeno uguale ad un valore t che dipendera dalla f. Avremo
cioe:

netq(T) — netq(y)| = (3.51)
Ripercorrendo passaggi analoghi a quelli svolti nel teorema 3.1 si ha:
ty < |nety(z) —nety(y)| =
> wei(T; — y5)
J

< B:) |zj—yl=B d(77)
j

< Z [wes| - |z; — y;] < (3.52)
J

da culi la tesi. O

Come calcolare t7?
In linea di principio, dopo aver ricavato dalla (3.47) net,(y) in funzione di

net,(T) (o viceversa) ed aver ottenuto quindi una espressione del tipo
net,(y) > h(net, (7)) (3.53)

dove abbiamo supposto net,(y) > (net,(T)), si trattera di minimizzare la

funzione

y = h(net,(T)) — net,(T), (3.54)
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cosa quantomeno laboriosa®.

Tuttavia, almeno per le funzioni di trasferimento pitt comuni e possibile

calcolare t¢ utilizzando le loro proprieta di antisimmetria.

Di seguito prenderemo in esame il caso di una rete di neuroni aventi fun-
zione di attivazione g definita dalla (3.40) e, utilizzando i risultati precedenti,

proveremo il seguente

Corollario 3.1  Sia N una rete neurale feed-forward a due livelli, con neu-

roni aventi funzione di uscita g = e valore di attivazione dato dalla (3.1);

1
14+e—%
indichiamo con k, come nella definizione 3.5, intervallo di inseparabilita fis-
sato per ognuno dei neuroni della rete;

stano n 1 neuront dello strato nascosto; sia inoltre B il valore che limita, in

modulo, i pesi delle connessioni.

Se N separa due punti T, € IR™ allora

2 In Bntk
di(Z,7) > —Enk (3.55)

B
Dim. Supponiamo che N separi i punti Z ed 7 secondo la definizione 3.8; allora,
per il teorema 3.2, varra la (3.47), sara cio¢ possibile individuare almeno un

neurone h, dello strato nascosto di A per il quale

1 1 k
_ > 3.56
1+ e—netq(T) 1+ e—netq@ | — Bn ( )

dove net,(T) ¢ definita nella (3.46).

4a titolo di curiosita riportiamo la derivata prima della (3.54) nel caso in cui f = H%

yo et eyl t1)(mge)
L—glem+1)  (e"+g(e* +1))(1 —g(e* +1))

dove g = %.
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1
T(0,7) -
K
M (0,1/2) Ag=p
S(0,0) —
gl O gl
| t i

Figura 3.10: Il segmento t, puo essere individuato grazie alla forma della curva.

In virtu della proposizione 3.1, la distanza d;(Z,y) tra gli ingressi dovra

soddisfare la relazione

t
dl (fa y) 2 Eg

(3.57)
dove t, = min(|net,(T) — net,(7)|) che rende vera la (3.56).
Nel nostro caso t, si trova in corrispondenza del segmento Ag di misura k/Bn
avente il suo centro nel punto M (0,1/2).
Gli estremi di Ag si troveranno dunque in corrispondenza dei punti S e T
aventi ordinata

1 k 1 k

=5 2B, "2V amn (3.58)

rispettivamente.

Il valore di ¢, sara allora cosi espresso:

ty= g7 (7) = g7 (0)] (3.59)
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Calcoliamo ¢g~(7):

1 T . Bn+k
g (T)_lnl—T_lan—]{? (3.60)
Analogamente
Bn —k
o) =In—"— =1 61
g (o) Ny =g (3.61)
Avremo quindi:
ty = min(|nety(T) — nety(@))) = |97 (7) — g7 (0)| =
B lan—i—k_lan—k B
B Bn —k Bn+k|
Bn+k Bn+k
= |l 1 = .62
an—k+an—k| (3:62)
Bn+k
= 2|1
an—k‘

Essendo B,n e k tutti positivi, il logaritmo naturale che appare nell’ultimo
membro della (3.63) rimarra definito quando Bn — k > 0; ma questo ¢ proprio
quanto discende dalle ipotesi fatte e dal teorema 3.2, in base al quale deve
aversi n > k/B.

Il logaritmo sara dunque sempre definito; inoltre, per la positivita di B,n e k,
sara pure maggiore di zero, cosicché saremo in grado di eliminare il modulo.

In definitiva avremo
Bn+k

t,=2In ——
g "Bk

(3.63)
e da qui la tesi, dopo aver sostituito la (3.63) nella (3.57). O
Il corollario, potendo sfruttare le ulteriori informazioni derivanti dalla co-

noscenza della funzione di attivazione, fornisce una condizione necessaria per

la separabilita ancora piu forte, pur se legata alla particolare rete in esame.

Esempio 3.4  Supponiamo di avere a disposizione una rete a due livelli di

neuroni con funzione di trasferimento data dalla (3.40), e pesi limitati ad 1.
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Quello che vorremmo fare ¢ risolvere il problema dello XOR con una tolleranza
e = 0.1. Il nostro k. sara uguale a 4.42.

Il teorema 3.2 ci richiede, in base alla (3.43), uno strato nascosto costituito da
almeno 5 unita. “Eh, no!”, risponde il corollario, “affinché la rete possa sperare

di separare gli ingressi dello XOR ce ne vogliono di piu, di unita nascoste ...”.

Esplicitando infatti n nella (3.55) avremo:

k eB.dgE,ﬂ) + 1“

n > e —
- -d(%,y)
B =5 1

(3.64)

La (3.64) ci dice, ad es., che i punti (0,0) ed (1,1) non saranno in alcun caso

separati dalla rete a meno di porre nello strato nascosto 10 unita.




Capitolo 4

Pesi Discreti

4.1 Introduzione

Nel corso del lavoro abbiamo piu volte messo in evidenza come l'integrazione
digitale dei pesi all'interno di un chip neurale li costringa a muoversi in un in-
sieme finito di valori, in relazione al numero di bit a disposizione per ciascuno
di essi.

Da questo limite non sarebbero esenti, a dire il vero, neanche le implemen-
tazioni software delle reti, la cui rappresentazione (in virgola mobile) delle
variabili € pur sempre di natura “digitale”. Tuttavia, il grande numero di bit
che questa rappresentazione mette a disposizione per ogni parametro (almeno
32 nella maggior parte dei casi), consente ai pesi di poter assumere un numero
elevatissimo di valori, e con una risoluzione tale da rendere ingiustificato un
accostamento delle reti software a quelle digitali, dove normalmente i bit per

peso sono intorno alla decina.
Diversi studi sperimentali, condotti attraverso simulazioni ma anche uti-

73



CAPITOLO 4. PESI DISCRETI 74

lizzando chip neurali in fase di studio o gia disponibili a livello commerciale
(vedere, ad es., [8, 10, 12, 20, 27, 36]), hanno messo in evidenza come una
bassa risoluzione per i pesi conduca ad un degrado delle prestazioni delle re-
ti discrete, tanto piu evidente all’aumentare della complessita del problema
da risolvere. Si e osservato inoltre come le capacita di queste reti possano
essere reintegrate incrementando il numero dei neuroni oltreché, ovviamente,

aumentando la risoluzione dei pesi.

E difficile, ad ogni modo, evincere da questi studi quali relazioni inter-
corrano tra risoluzione dei pesi, topologia e capacita complessive delle rete,
vista la particolarita dei problemi di volta in volta affrontati; va inoltre tenuto
presente che la difficolta attuale che si riscontra nell’individuare algoritmi di
apprendimento per questo tipo di reti che siano di provata efficienza, non per-
mette di comprendere a fondo quanto le diminuite capacita di questi sistemi
dipendano da fattori intrinseci e quanto dalla relativa efficacia degli algoritmi

in questione.

Un’analisi teorica dei problemi in esame si presenta, parimenti, di insolita
complessita; il lavoro che segue vuole essere un timido tentativo di affrontare la
questione in modo sistematico, con lo scopo di offrire un quadro di riferimento

entro cui valutare le scelte implementative finora proposte in letteratura.

(i addentreremo dunque nello studio degli effetti che la discretizzazione dei
valori dei pesi comporta sulle capacita di classificazione di una rete neurale;
ci occuperemo in particolar modo delle ricadute che questa discretizzazione
ha sul potere di classificazione del neurone a soglia, qualora lo si utilizzi per

separare due ingressi dello spazio n-dimensionale.
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4.2 Neurone a Soglia e Pesi Discreti

Abbiamo gia osservato (vedi la sezione 3.2) come un neurone a soglia a due
ingressi possa essere assimilato ad una retta nello spazio IR?; in generale, po-
tremmo vederlo come un iperpiano nello spazio n-dimensionale degli ingressi.
Il neurone separera due ingressi di IR™ se, da un punto di vista geometrico,
saremo in grado di collocare un iperpiano tra i due punti in esame; cosa che,
potendo i pesi variare in IR, risulta sempre possibile.

Abbiamo inoltre fatto notare come le capacita del neurone rimangano intatte
anche qualora i pesi associati agli ingressi possano variare soltanto in un inter-
vallo prefissato della retta reale che contenga 1’origine.

Tuttavia, nel caso in cui i pesi del neurone siano vincolati ad assumere un
numero finito di valori, le sue potenzialita risultano pregiudicate. Nel piano
cartesiano la limitazione imposta equivarra a poter collocare la retta che il neu-
rone rappresenta soltanto in determinate posizioni, e non e detto che queste

siano sufficienti a separare due qualunque punti del piano.

Esempio 4.1  Sia V l'insieme {—2,—1,0,1,2}, ed u un neurone a soglia la

cui regola di propagazione sia espressa dalla solita equazione
net(@, T) = WX + woxs + 0 (41)

dove i pesi w; e la soglia 6 possano assumere soltanto valori di V.

Disegnamo sul piano cartesiano tutte le rette distinte che sara possibile
generare al variare dei parametri in V. A partire dalla figura 4.1, si vede
come sia facile individuare coppie di punti del piano che non possono essere
separate dal neurone u: bastera prendere entrambe i punti all’interno di una

qualunque delle regioni determinate dalla suddivisione del piano indotta da
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Figura 4.1: Il neurone a soglia dell’esempio 4.1 induce la suddivisione del piano

sopra riportata.

u. Affinché i punti siano separati dal neurone essi dovranno cadere, invece, in

due regioni distinte della suddivisione.

In che modo potremo giungere a dare una “misura” delle capa-
cita di separazione di un neurone a soglia con pesi discreti?
Se teniamo in conto le considerazioni precedenti, un approccio probabilistico
ci sembra naturale.
Seguiamo questa strada facendo nel piano le nostre riflessioni, per altro

facilmente estendibili in IR™.
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Figura 4.2: Il quadrato all’interno della suddivisione viene diviso in un certo

numero di regioni.

4.2.1 Un Approccio Probabilistico

Supponiamo allora di individuare una regione del piano all’interno della quale
gli ingressi siano distribuiti in modo uniforme. Scegliamo, per semplicita, un
quadrato.

Introduciamo ora nel piano la suddivisione indotta da un neurone u a soglia
i cui parametri possano assumere valori in un insieme V' di cardinalita finita.
Questa suddivisione determinera all’interno del quadrato, purché questo sia
stato scelto “abbastanza grande”, un certo numero di regioni R; (vedi la figura

4.2) di area A;.
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Stanti la scelta del quadrato! e del neurone u?, & possibile definire la proba-
bilitd P, che il neurone separi due punti scelti a caso nel quadrato.
Se indichiamo con P, la probabilita che i due punti non siano separati dal

neurone, la nostra probabilita sara:
P,=1-P,. (4.2)

Ma chi & P,? In altri termini, quando due punti non potranno essere in alcun
modo separati da u? Quando cadranno ambedue in una stessa regione R;.
L’ipotesi di distribuzione uniforme per gli ingressi implica che la probabilita
che un punto scelto nel quadrato cada in una regione di area A; sia proprio
A;, posto che 'area del quadrato sia uguale ad 1. Nel caso piu generale in cui
I'area del quadrato sia Aror, la suddetta probabilita sara data da A;/Aror.
D’ora in poi assumeremo, senza ledere le generalita, che Aror = 1.

Ora, se A; e la probabilita che un punto cada nella regione R;, la probabilita
che un secondo punto cada nella stessa regione ¢ data da A?, essendo le scelte
dei punti indipendenti (I'una dall’altra).

La probabilita P, che due punti non siano separati da u ¢ proprio la probabilita

che i due punti cadano entrambi in una qualunque delle regioni R; del quadrato:
R N
Py=3) A (4.3)
i=1
dove N indica il numero delle regioni all’'interno del quadrato.
Il valore P, espresso dalla (4.2), che resta associato al neurone una volta
fissata la distribuzione degli ingressi puo, a buon diritto, essere assunto come

una misura delle sue capacita: se u e v sono due neuroni cui siano associa-

te le probabilita P, e P, rispettivamente, e se P, > P,, allora il neurone u

IPit1 in generale potremo parlare di distribuzione degli ingressi.

211 neurone, come abbiamo pilt volte ripetuto, genera, fissato il numero di bit per ciascun

peso, una precisa suddivisione dello spazio in regioni.
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R1

R2

Figura 4.3: Analisi del caso pitu semplice: il quadrato viene diviso due regioni.

sara “probabilmente” piu bravo di v nel separare due punti scelti a caso nel

quadrato.

4.2.1.1 1l neurone ideale

Vorremmo capire adesso come agire in modo da rendere “piccola” la probabilita
P data dalla (4.3).
A tal proposito osserviamo come la distribuzione delle aree nel quadrato incida
sul valore di P.

Consideriamo il caso piu semplice di un quadrato di lato 1 diviso in due
regioni Ry ed Ry aventi, rispettivamente, area a; ed as (vedi la figura 4.3). La

probabilita P sara, in questo caso:
P=d+d=d+01-a)? (4.4)

Uguagliando a zero la derivata prima della P rispetto ad a; troviamo il punto

stazionario a; = 1/2, che & anche punto di minimo in virtu della convessita
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della funzione P.

Dunque, in questo caso il minimo valore per P si ottiene quando le aree a; ed
as sono uguali; in generale, quanto piu le due regioni all’interno del quadrato
saranno uniformi tanto piu piccolo sara il valore di P.

Questa semplice analisi tuttavia non puo non far nascere il sospetto che, anche
nel caso piu generale in cui si abbiano N regioni nel quadrato unitario, il
minimo valore per la probabilita si raggiunga quando tutte le regioni sono
uguali.

Si dimostra, in effetti, il seguente

Teorema 4.1  Siano f,u: IR™ — IR cosi definite:

fpr,.oon) = g}pﬁ e up...,py) = Zﬁ;p@-; (4.5)
Sia
G={(pr,---.pn) rulpy,...,pn) =1} (4.6)
Allora
mgnf:f(jlv,...,]lv). (4.7)

Dim. La funzione f si trova nelle ipotesi del teorema A.1; applicando dunque
il metodo det moltiplicatori di Lagrange saremo in grado di trovare i punti
stazionari liberi per la f.

I punti di massimo e minimo vincolato dovranno essere ricercati tra le soluzioni

del sistema

g—;‘l+/\§—;§:0
of Ou _
3p2+)\3p2_0
(4.8)
af ou
u(pr,...,pn)—1=0
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Avremo dunque

2+ A =0
2p0 + A =0
(4.9)
2p, + A =0
Zi\; pi=1
Dalle prime N equazioni si ricava p; = —A/2, per i = 1,..., N; sostituendo i
pi nella (N + 1)-esima equazione troviamo
A
2 5=l (4.10)
—];A =1 (4.11)
2
A= N (4.12)
da cui
pz':]if, 1=1,...,N. (4.13)

Quindi, 'unico punto stazionario per la funzione f con vincolo G sara

1 1
P=(=,...,—), 4.14
(N N> (4.14)

che sara anche punto di minimo, trovandosi la f nelle ipotesi del teorema A.2.

O

Nel caso in cui le aree all’interno del quadrato siano uguali tra di loro,

avremo

2A2 Z ]\172 211/ (4.15)

Dalla (4.15) si vede pure che, essendo le aree uguali tra loro, la probabilita P

diminuisce all’aumentare del numero di regioni nel quadrato.
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Osserviamo a questo punto che la P definita dalla (4.3) vale anche nel caso
di distribuzione uniforme degli ingressi in IR"™, pur di interpretare gli A; come

le misure di ciascuna regione all'interno dell’ipercubo unitario n-dimensionale.

Alla luce di quanto visto finora, ¢ possibile trarre alcune conclusioni:

a) quello che specifica il potere di separazione del neurone a soglia & pro-
prio il modo di disporre nello spazio gli iperpiani che il neurone stesso

rappresenta;

b) il neurone “ideale” sara quello in grado di generare una suddivisione dello
spazio degli ingressi che abbia il maggior numero di regioni, con le misure
quanto piu possibile uguali tra loro. Cio, come si e detto, rende massima

la capacita P, (probabilita) di separazione del neurone.

Ma cosa vorra dire, matematicamente, andare alla ricerca di questo neurone?
Mettiamoci in IR? e supponiamo che ciascun parametro abbia a disposizione
t bit: cio equivarra ad individuare una funzione che associ una retta a
ciascuna delle 23 combinazioni binarie ottenibili con 3t bit, in modo che la
suddivisione del piano ottenuta collocandovi le rette abbia le qualita sopra

elencate.

Fissato il numero dei bit per ciascun peso, questa funzione, che
chiameremo funzione di codifica, descrive completamente le caratteristi-
che del neurone cui viene associata; per questo, nel seguito parleremo in
modo equivalente di neurone e di codifica, potendo riferirci all’'uno attraverso
I’altra e viceversa.

Ugualmente, a livello notazionale scriveremo, a seconda dei casi, ug per indi-

care il neurone u descritto dalla codifica f, oppure f, per denotare la funzione
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di codifica associata ad u. Ancora, si scrivera P, (o anche P(u)) oppure P¢
(o anche P(f)) a seconda che si voglia sottolineare il fatto che la probabilita
di separazione e associata al neurone u oppure alla funzione di codifica che

definisce il neurone stesso.

4.2.2 La Funzione di Codifica

Fino ad ora, le conseguenze che la scelta della codifica ha sulle capacita di
classificazione di un neurone a soglia, pur di non poca importanza (almeno a
prima vista), non sembra siano state dettagliatamente analizzate in letteratu-
ra.

Nella maggioranza dei casi questa scelta ¢ stata dettata da esigenze di natura
tecnica, o da motivi di “naturalita”.

Questo non vuol dire, tuttavia, che le scelte fatte finora, sia per cio che riguar-
da le realizzazioni hardware delle reti a pesi digitali sia per le loro simulazioni
software, siano state “cattive”; soltanto non ci si e posti il problema di va-
lutarne la bonta. La nostra speranza sarebbe quella di colmare tale lacuna,
fornendo degli strumenti atti a valutare la qualita intrinseca delle varie codifi-
che; vorremmo affrontare il problema della migliore codifica in modo astratto,
prescindendo dal contesto implementativo attuale e dai suoi vincoli, convinti
come siamo che un esame a piu ampio respiro della questione non possa che
offrire nuovi spunti ai progettisti di chip neurali. Del resto nulla ci impedira,
in un secondo tempo, di sottomettere delle scelte di codifica ideali alle esigenze

di natura implementativa.

Prima di passare alla definizione formale di funzione di codifica, vorremmo

descrivere, a titolo di esempio, una codifica comunemente utilizzata sia a livello
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hardware che nelle neuro-simulazioni delle reti digitali.

Esempio 4.2  Supponiamo che ad ogni parametro della rete spettino ¢ bit;

la legge di codifica associa all’insieme delle stringhe di ¢ bit i valori
i=—-2"141,...,-1,0,1,...,2" -1 (4.16)

dove ogni ¢ ¢ la rappresentazione in base 10 dei primi ¢ — 1 bit della sua
controimmagine binaria, con il ¢-esimo bit ad indicare il segno.

Ad esempio, se t = 3, I'insieme V' dei valori possibili per ogni peso sara
V={-3-2,-1,0,1,2,3} (4.17)

Questa codifica, come si vede, ¢ ridondante: due configurazioni di bit, infatti,
codificano lo stesso valore 0; a fronte di uno spreco minimo, questa scelta tende

a semplificare la progettazione dei circuiti neurali.

In realta la codifica, cosi come e stata definita, potrebbe ancora non prestar-
si ad una facile implementazione, in quanto i valori delle variabili nei circuiti

debbono, di norma, sottostare a precisi vincoli di ampiezza.

Nel caso in cui i pesi siano limitati in modulo dal valore B, la codifica

assocera questa volta alle stringhe binarie i valori

B

dove i valori di ¢ sono dati dalla (4.16). Con t = 3 e B = 2, I'insieme dei valori

assumibili da ogni peso diventa

2
Vhw:{wi:i'?)? 7::—37...,—1,0,...73} (419)
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E interessante notare come sia la codifica a valori in V che quella a valori
in Vj,, inducano la stessa suddivisione dello spazio degli ingressi, simile nel suo
sviluppo a quella di figura 4.1.

Il motivo diventa chiaro se (mettendoci in [R?) osserviamo che ciascuna delle
equazioni lineari generabili al variare dei parametri wq, wo, 6 della (4.1) in V|
corrisponde a meno di un fattore A = B/ (27! — 1) ad una delle equazio-
ni generate al variare degli stessi coefficienti in Vj,,. Abbiamo gia ricordato
(sezione 3.2) come una stessa retta possa essere descritta da infinite equazioni

lineari i cui coefficienti differiscano tra loro per un fattore reale.

Il fatto che le due codifiche generino la stessa suddivisione del piano ci fa
capire come lo studio delle codifiche possa prescindere, almeno nel caso di neu-
roni a soglia, dai problemi legati al bound sui pesi tipici delle implementazioni
circuitali. In altre parole, una volta individuata una codifica teoricamente
adeguata, qualora per esigenze implementative sia necessario manipolare valo-
ri piu piccoli di quelli legati alla codifica, bastera scalarli in modo opportuno

senza tema di influenzare il potere separatore della codifica stessa.

Veniamo alle definizioni.

Definizione 4.1 Siano T I'insieme {0,1} e t,m interi positivi;
t volte m volte

sia Ay =T xT x ... xT; sia, inoltre, Aj* = Ay X Ay X ... X Ay;
Si dice codifica una funzione f : A7 — C C IR™. O
Definizione 4.2 Sia a € Ay; allora a = (ay,az, . ..,a;) dove a; = 0 oppure

a; = 1; nel seguito scriveremo, in luogo della notazione sopra riportata, a =

ajas ... ay; ad esempio, se t = 4, scriveremo 0111 al posto di (0,1,1,1).
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Se s € A", allora sara s = (s',s* ...,s™) dove s' € A;; anche in questo

caso scriveremo s = s's?...s™ al posto della notazione classica. Ad esempio,

set =4 ed m =3, scriveremo 01110001 1010 al posto di (0111, 0001, 1010).

Una funzione f ¢ detta codifica locale se esiste una funzione g : Ay — IR

tale che, per ogni s = s's?...s™ € A",

f(s)=1rf <3152 . sm) = (g(sl), g(s%), ..., g(sm)) e R™, (4.20)

altrimenti e detta codifica globale. O

Definizione 4.3  Sia F,, = {f, f: A]» — IR™,t € IN} I'insieme delle fun-
zioni di codifica di rango m; si dice classe di codifiche di rango m una

successione { f;},. a valori in F,,,. O

Facciamo alcune osservazioni che servano a chiarire il senso delle precedenti
definizioni.
Il dominio A;, innanzitutto, denota l'insieme delle configurazioni binarie che
fanno capo a ciascun parametro del neurone. Ogni elemento di Aj* raccoglie,
invece, tutti i bit che caratterizzano il neurone stesso.
Stando alla definizione 4.2 le codifiche proposte nell’esempio 4.2 sono locali,
poiché un’unica funzione a valori in V' (o Vj,,) viene usata per codificare cia-
scuno dei parametri del neurone.
Al contrario, in una codifica globale, 'insieme degli m parametri del neurone
viene visto come un solo oggetto, un’unica stringa binaria cui associare I'm-pla

dei coefficienti dell’iperpiano.

A proposito del concetto di classe di codifiche, notiamo che l'insieme V'
dell’esempio 4.2, se pensato come funzione di ¢, descrive proprio una tale suc-

cessione. Se, ad es., definiamo una funzione che associ all’insieme dei possibili
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valori ottenibili con ¢ bit i primi 2! numeri primi, stiamo descrivendo, in realta,

una successione di funzioni di codifica al variare di t.

4.2.3 11 Problema della Migliore Codifica

Una volta fissato il numero di bit per ogni peso, per valutare quale sia la mi-
gliore codifica (il miglior neurone) per una certa distribuzione degli ingressi si
potrebbe utilizzare un approccio che definiremmo “statico”: potremmo calco-
lare, cioe, la probabilita P, associata alle varie codifiche e scegliere la funzione

con la maggiore probabilita di separazione.

D’altro canto, individuata una classe di codifiche, sarebbe interessante stu-
diare I’andamento della probabilita ad esse associata, al variare del numero dei

bit e per una determinata distribuzione degli ingressi.

Ovviamente, tra tutte, non potranno non attirare la nostra attenzione quel-
le classi in cui il potere separatore degli elementi cresca al crescere dei bit a
disposizione per ciascun peso, classi cioe per le quali I'andamento della proba-
bilita associata a ciascun elemento abbia caratteristiche di monotonia crescente

rispetto a .

Mettendo a confronto diverse successioni, potremmo scoprire quella la cui
s : . o 5 11 :
capacita di classificazione cresca “piu velocemente” all’aumentare di ¢, per una

certa distribuzione (nel nostro caso uniforme) dell’input.

Cio di cui, in ultima analisi, vorremmo disporre sarebbe una classe di codi-
) )
fiche che abbia un “buon” andamento crescente della probabilita di separazione

al crescere di t.
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Decidiamo di seguire questo secondo approccio.
Considereremo nel seguito neuroni a soglia con due ingressi, e tuttavia alcuni
risultati potranno valere anche nel caso n-dimensionale: quando sara questo il

caso lo metteremo in evidenza.

Per raggiungere il nostro scopo, una volta scelto il quadrato in cui la
distribuzione degli ingressi sia uniforme, dovremo calcolare la probabilita
R NUD AL\
=Y () (1.21)
i=1 ATOT,t
per ciascuno degli elementi f; della successione in esame. La notazione N(f;) e
I'indice t presente negli elementi della sommatoria, ci ricordano come le regioni
generate da ciascun elemento della successione dipendano, nel loro numero e

nelle dimensioni, dalla codifica in esame.

Valuteremo, innanzitutto, quale sia ’andamento della probabilita nei casi
estremi: per la classe, cioe, delle “migliori” codifiche al variare di ¢, che in-
dicheremo con {f***}, nonché per quella delle codifiche “peggiori”, che sara
denotata da {f*"*'}. Qualunque altra classe, a parita di rango, dovra
mostrare un andamento della probabilita che si collochi tra i primi
due.

In entrambi i casi le considerazioni svolte varranno per successioni di rango

qualunque.

4.2.3.1 1l caso peggiore

Cominciamo dunque dalla situazione peggiore: le successioni di codifica peg-

giori saranno quelle in cui nessuno dei loro elementi dividera l'ipercubo degli
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ingressi; in tal caso, per ogni ¢, la (4.21) diventa semplicemente

]3( twrst) _ Z (ATOTv’f>2 -1 (4.22)

=1 ATOTvt

La probabilita di separare due ingressi distribuiti uniformemente

nell’ipercubo sara dunque nulla per queste codifiche.

4.2.3.2 1l caso migliore

La migliore classe di codifiche sara, al contrario, quella in grado di indurre,
per ogni t, la suddivisione dello spazio con il maggior numero di regioni; tutte
le regioni generate, per ciascuna suddivisione, avranno pure la stessa misura.
Abbiamo gia sottolineato come queste due condizioni garantiscano la maggiore

capacita di separazione da parte del neurone.

Al lettore attento non potra, a questo punto, non sorgere qualche dubbio
sulla esistenza di tale codifica.
Se prendiamo un foglio di carta e una penna (meglio una matita) e cerchiamo
di disegnare delle rette in modo da avere sul foglio, per ogni retta aggiunta,
sempre il numero massimo di regioni, ci accorgeremo presto della difficolta di
ottenere al tempo stesso una sia pur appossimativa uniformita tra le aree. Al
contrario, cercando di ottenere aree uguali, sara facile sacrificare a quest’ultima

causa qualche regione.

In sostanza, sembra che una codifica che induca una suddivisione “ricca”
di regioni, non possa farlo se non a spese dell’'uniformita tra le aree. La mi-
gliore classe di codifiche “effettiva” sara probabilmente quella con il miglior
compromesso tra numero di regioni e uniformita tra le aree. Tutto questo, co-

munque, non ci crea problemi: anzi, ’andamento della probabilita della nostra



CAPITOLO 4. PESI DISCRETI 90

miglior classe di codifiche costituira un limite invalicabile per qualunque altra

successione, e dunque un bound dal punto di vista teorico.

Partiamo dunque dall’ipotesi che la nostra miglior classe riesca ad ottenere
sempre regioni di uguale misura; cerchiamo di capire ora quale sia il numero
massimo di regioni che ¢ possibile generare avendo a disposizione m pesi discreti

di t bit ciascuno.

In primo luogo, nulla ci vieta di pensare ad una codifica che generi, fissati
gli interi m e ¢, il numero massimo di iperpiani distinti, cio¢ 2™¢. Bastera che
tra le m-ple associate ad ognuna delle possibili stringhe di m - ¢ bit non ce ne
sia alcuna equivalente ad altre, secondo la definizione 3.1 data nella sezione

3.2.1. In modo formale, dovra essere:

#(Cr) = #(Cr/~) (4.23)

dove abbiamo indicato con CP**' 'immagine di f*!) e la relazione ~ ¢ quella

della definizione 3.1.

Avendo cura di non associare ad alcuna combinazione binaria gli iperpia-
ni degeneri [(0)]~ e [(0,0,...,0,1)]. potremo effettivamente disporre di 2™

iperpiani distinti e dotati di “potere separatore”.

Vale la pena di far notare che una codifica locale, utilizzando una sola
funzione a valori in IR per codificare i valori binari di ciascun peso, non sara
mai in grado di generare 2™ iperpiani distinti: infatti 2¢ elementi di R™
confluiranno nella classe di equivalenza [(1,1,...,1)].. Potranno essere dunque
2™t — 2% 4 1 al massimo, gli iperpiani distinti generati da una codifica locale,
a meno che 'unica funzione di codifica non contenga pure lo zero, nel qual

caso altri 27 4+ 1 iperpiani si perderanno in corrispondenza delle classi [(0)]. e
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[(0,0,...,0,1)]~.

91
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4.2.3.3 Una questione interessante

Ogni elemento della nostra classe { f2¢*'}, oltre a generare il massimo numero di
iperpiani distinti, li dovra collocare in modo da ottenere con essi il piu grande
numero di regioni nello spazio ad m — 1 dimensioni. Geometricamente si vede
che questo e possibile aggiungendo ogni iperpiano in modo che risulti sghembo

rispetto ad ognuno di quelli precedentemente collocati.

Se indichiamo con R, (r) il massimo numero di regioni ottenibili con r
iperpiani (n — 1)-dimensionali nello spazio ad n dimensioni, allora il legame

tra regioni ed iperpiani pud essere espresso dalla seguente relazione ricorsiva®:

R.(r)=R,(r—1)+ R,_1(r—1) (4.24)

dove Ry(r) = R,(0) = 1.
Partendo dalla (4.24) possiamo arrivare ad esprimere in modo non ricorsivo il

valore di R, (7): nel caso in cui si abbia n < r, si trova che

Ru(r) = z (1); (1.25)
se invece n > r,
}%Ar):'io(g)::2r. (4.26)

Quale sara, nel piano cartesiano, il numero massimo di regioni generabili

utilizzando r rette? Nel caso in cui r > 2,

R = Y (5)=(5)+(5)+(3) -

=0
1
- 1+r+r”2): (4.27)
1 '
- 1+r”;'>:1+§y.

i=1

3Per una giustificazione della (4.24) si veda in appendice
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Se facciamo in modo che le 23 rette generate dalla nostra codifica si interse-
chino all’interno del quadrato degli ingressi, questo restera diviso in Ry (2%)

regioni: dalla (4.28) avremo

23t(23t_|_1)
3t _ _
— ;2615_’_23251_'_1%2675:

—_

2. (4.28)

[\
N —

Utilizzando la (4.28) possiamo calcolare la probabilita per il caso migliore:

~ N(ft) A 2 1 5 9
PU) = ) = N = 4.29
( t ) ; (ATOT,t> N(ftbest) 2 6t 7’2 ( )

Nel piano cartesiano la probabilita ]3ft, per qualunque successione di codi-
fiche, non potra avere un andamento decrescente migliore di quello dato dalla
(4.29).

Tenendo presente 1’osservazione a pagina 82, possiamo scrivere ’espressione

della migliore probabilita nel caso generale:

1 1 1
)= N(ff) ~ Ry 2050~ s (2<n,+1>t)' (4.30)

P ( fest
i=0 7

4.2.4 Alcune Codifiche Notevoli

Passiamo ora allo studio di alcune classi di codifica semplici da analizzare e

tuttavia interessanti ai fini di un confronto con i risultati finora ottenuti.

4.2.4.1 La codifica a barre

Cosideriamo in primo luogo la successione di codifiche che chiameremo “a bar-

re”, e che indicheremo con la notazione {ff"*"}.

In questa successione ogni elemento generera 2™ iperpiani distinti paralleli
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Figura 4.4: Le codifiche “a barre” e “a griglia”.

tra loro: fissato il numero degli iperpiani, questa e la disposizione che genera
il numero minimo di regioni.

Supporremo inoltre che le 2™

+ 1 regioni generate si trovino all’interno dell’i-
percubo degli ingressi e siano uguali tra loro.

La probabilita P, associata ad ogni elemento della successione, sara

1 1 1
= ~ - 4.31

P =

Il risultato @, ovviamente, valido anche per IR2. 1l fatto che, nel piano, la
probabilita P decresca cosi lentamente rispetto a quella calcolata nel caso

migliore, ¢ dovuta al basso numero di regioni presenti nella suddivisione.

4.2.4.2 La codifica a griglia

Analizziamo ora la classe di codifiche che chiameremo “a griglia”, e che deno-
id s

teremo con {f{"“}. Condurremo I'analisi in IR?.

Nella successione a griglia di rango 3, ogni elemento della successione genera

23t rette distinte, 231 delle quali saranno disposte orizzontalmente e le altre

verticalmente nel quadrato degli ingressi, a formare regioni di stessa area.
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Andamento della probabilita P
Classi con r con N con t
di codifica | In R?> | In R™ | In IR? | In R™ | In R? In R"
worst 1
best ~ 7"% % ~ 2% Z:?_0<21(ni+1)1t>
prison ~ N i | e
grid ~ 5 = N St

Tavola 4.1: L’andamento di P per le classi analizzate finora.

E facile vedere che le regioni all’interno del quadrato saranno
. 2
N ( tgmd) _ (2 31 4 1) —96t=2 4 93t | | o, 96-2 (4.32)

Per questa successione la probabilita diventa

~ , 1 1 4
grid\ _ ~ ~
P( ¢ ) o N( tgrz‘d) T oo6t—2 T p2° (4.33)

E notevole osservare come, nel piano, I’andamento della probabilita della
codifica a griglia, codifica “effettiva”, non si discosti che per un fattore 2

da quello del caso migliore.

Nella tavola 4.1 riportiamo I'andamento della probabilita per ognuna delle
classi di codifica finora analizzate, rispetto ai parametri di rilievo: gli iperpiani

r, le regioni N ed i bit per peso t.
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4.2.4.3 11 modello PQ

La classe di codifiche a griglia puo essere “simulata” da un modello di suddivi-
sione dell’ipercubo n-dimensionale che chiameremo “modello PQ”. Il modello
prevede una suddivisione costruttiva dell’ipercubo di lato unitario in regioni,
utilizzando degli iperpiani paralleli alle facce dell’ipercubo stesso.

La suddivisione avviene secondo la regola che andiamo a descrivere.

Al primo passo di suddivisione su ciascuno degli spigoli dell’ipercubo viene
individuato un punto P;, in modo che lo spigolo ¢ resti diviso in due parti di
misura p e ¢ = 1 — p rispettivamente, con 0 < p < 1. Un iperpiano ortogonale
allo spigolo di appartenenza viene quindi fatto passare per ciascuno dei punti
P, i =1,...,n. L'ipercubo rimarra diviso in 2" regioni.

Al passo successivo, ciascuno dei segmenti staccati su ogni spigolo dai punti P;
verra a sua volta diviso in proporzioni p e ¢, e nei punti individuati verranno,

ugualmente, fatti passare iperpiani ortogonali agli spigoli di volta in volta

p'a"3

p'3'q| p"279"2 p*q"3

pM | p3q pr2qr2

Figura 4.5: Modello PQ.
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considerati. Reiterando il processo, al generico passo k:

e l'ipercubo sara attraversato da
re=n (2" - 1) (4.34)

iperpiani (dove il fattore 2% — 1 ¢ la somma dei primi k& termini della serie

geometrica! di ragione 2), e restera diviso in
N, =2"% (4.35)
regioni;

e le misure di ciascuna regione saranno date dagli addendi trovati

sviluppando I'espressione (p + ¢)™:
L=(p+q)"™ =3 (”Z >pzq”k_z; (4.36)

e per la probabilita P, si avra:

~ N nk k . N 2
Poo= Y A7=3 (Ti )(p’q”’“)
=1

i=0
_ & nk '\, 2i 2(nk—i) _
Z( ; )p q (4.37)
Z;k? k i nk—i
- ()0 @ - ()
i=0

La figura 4.5 mostra la situazione in IR?, al passo k = 2, per p = 1/3.

E possibile far vedere in modo esplicito quale sia ’andamento di P in
funzione del numero di regioni generate al passo k. Passando ai logaritmi nella
(4.38) si avra:

log, P, = nklog, (p2 + ¢ ) (4.38)

4Ricordiamo che la sommatoria s, = 1+¢+¢>+---+¢" 1 = Z;:Ol q*, somma dei primi

.. . . . . 1—qg™
n termini della serie geometrica di ragione ¢, vale 4%
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Ponendo

a = —log, (p2 + q2) (4.39)

ed osservando che, dalla (4.35),

n k = log, Ny (4.40)
potremo scrivere
log, P, = —alog, Ny (4.41)
da cui
P— . (4.42)
k= Ne )

Infine, la probabilita P, in funzione del passo k di suddivisione, sostituendo la

(4.35) nella (4.42), sara

(4.43)

dove a ¢ dato dalla (4.39).
Scegliendo p = 1/2, il che rende le regioni della suddivisione uguali tra loro, si

ha o = 1 ed il valore di P, diventa 1/N, risultato che concorda con la (4.15).

Se esprimiamo il passo di suddivisione k in funzione dei parametri n (di-
mensione dello spazio degli ingressi) e ¢ (numero dei bit per peso), & possibile
utilizzare il modello PQ per simulare una codifica a griglia nello spa-
zio n-dimensionale.

Supponendo di avere a disposizione una codifica che generi 2™ iperpiani di-
stinti con ¢ bit ed m pesi, e sapendo che m = n + 1, risolviamo rispetto a k
I’equazione

2t = (28 —1) (4.44)
dove al secondo membro compaiono le rette presenti nella suddivisione pq al

k-esimo passo. Risolvendo si ha:

2(n+l)t
2k =

L; 4.45
L (4.45)
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da cui

9 (n+l)t 9 (n+1)t
k= log2< +1>z10g2< )z
n n

= log, (2 (”H)t) — logyn (4.46)

Avremo, in definitiva,

k~(n+1)t—1logyn. (4.47)

Con o = 1 e k dato dalla (4.47), il modello PQ) simula il comportamento
della classe di codifiche a griglia di rango m.
In altre parole, posto a = 1, la probabilita associata ad una codifica a griglia
f’”d € F,, sara “circa” uguale a quella associata alla suddivisione pq al passo
k, dove k & dato dalla (4.47). Un discorso analogo puo essere fatto per le
5

regioni’.

Si avra, in sostanza,

; 1 1
N(ff") = =~ Ny = —. 4.48
( t ) P( tgmd) k P, ( )
Calcoliamo Ny:
2 (n+1)t\ " 2 (n+1)t\ "
~ on(n+l)t—nlogon __ _
Nk; A2 B2 = ( 9 logyn ) o < n ) ’ (4'49>

Da cui

n " n\"

Per n = 2 si vede che i risultati del modello PQ sono gli stessi mostrati dalla
classe a griglia di rango 3.
Aggiorniamo i valori della tavola 4.1, riportando nella tavola 4.2 i risultati

relativi al modello PQ per o« = 1 e k dato dalla (4.47).

5L’uguaglianza del numero di iperpiani nei due casi discende dall’ aver imposto la

condizione (4.44)
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Andamento della probabilita P
Classi con r con N con t
di codifica | In R?> | In R™ | In IR? | In R™ | In R? In R"
worst 1
best ~ 5 ¥ o Z?_0<21(T;+1)t)
prison ~ 7 N 71 | s
grid ~ 5 = N St
rQ ~(3) % ~ ()

Tavola 4.2: L’andamento di P per le

classi analizzate:

valori ricavati dal modello PQ per a =1 e k dato dalla (4.47).

Osservazione:

sono stati inseriti 1

avremmo, in effetti, potuto ricavare i valori espressi dalle

(4.49) e (4.50) in modo diretto, estendendo il semplice ragionamento svolto

per arrivare alla (4.32). Abbiamo preferito usare il modello perché di carattere

piu generale. La teoria del modello consente, infatti

— di simulare classi di codifiche che non generano il massimo numero di

iperpiani (sara necessario calcolare il valore di k appropriato);

— di simulare successioni che non dividono lo spazio in modo uniforme,

soltanto facendo variare il valore di « o, il che ¢ lo stesso, il valore di p.
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4.2.5 La Fase Sperimentale

Accanto all’analisi teorica sopra esposta, e stata condotta I'analisi sperimen-
tale di una delle codifiche piu utilizzate nelle implementazioni discrete delle
reti neurali, cioe la codifica “naturale” presentata nell’esempio 4.2. Abbiamo
studiato inoltre alcune varianti della suddetta codifica, che descriveremo nel
seguito, con l'obiettivo di individuare dei neuroni che esibiscano una capacita
di separazione migliore di quella mostrata dalla codifica naturale. L’analisi ¢

stata fatta per il solo caso di un neurone a soglia con due ingressi.

Nell’analisi di queste codifiche ci siamo avvalsi di un programma C' scritto
appositamente (per una descrizione piu approfondita del programma riman-
diamo in appendice), che ci ha consentito di calcolare, al variare del numero
t dei bit per peso, la probabilita ﬁft di ciascuna delle suddivisioni in esame,
fino al punto in cui i tempi di calcolo delle macchine a nostra disposizione sono
diventati inaccettabili.

Ad onor del vero lo studio dell’andamento della probabilita delle diverse classi
e stato fatto al variare del numero dei valori discreti a disposizione per ognuno

dei pesi, e questo per alcune ragioni:

e per avere una descrizione piu “ricca” dell’andamento stesso;

e le simulazioni software delle reti discrete non sono costrette a scegliere il

numero dei valori discreti tra le potenze di due;

e le stesse reti circuitali, come gia osservato, spesso sacrificano qualche

configurazione di bit a favore di una maggiore facilita di implementazione.

Esprimeremo dunque i valori discreti associati alle varie codifiche in fun-
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zione di un intero h, che almeno per la codifica naturale rappresentera il

massimo valore intero, in modulo, che i pesi potranno assumere.

Ai fini del calcolo della probabilita ]3, per ciascuna delle classi di codifica
esaminate abbiamo dovuto scegliere il quadrato entro cui la distribuzione degli
ingressi fosse (per ipotesi) uniforme. Abbiamo deciso, per tutte le suddivisio-
ni, di considerare il minimo quadrato che fosse attraversato da ogni retta della
suddivisione stessa. Nel nostro caso si tratta del quadrato di lato 2h centrato
nell’origine del piano cartesiano. La scelta del quadrato e stata effettuata su
basi euristiche, principalmente osservando quale fosse, nel piano, la distribu-
zione delle rette delle diverse suddivisioni. Va dunque tenuto presente che non
si tratta di una scelta ottimale, nel senso che potrebbe non valorizzare ap-
pieno o in ugual maniera il potere separatore delle classi esaminate.
Osservando, ad es., la figura 4.1 si vede che, scegliendo un quadrato piu gran-
de di quello in questione avremmo certamente “inglobato” piu regioni, a spese
tuttavia della loro uniformita; scegliendo un quadrato piu piccolo le regioni al

suo interno sarebbero state pit omogenee, ma anche in numero inferiore.

4.2.5.1 La codifica naturale

La codifica naturale, che indicheremo anche con la lettera A, al variare di h

associa a ciascun peso valori dall’insieme
Vi={-=h,...,0,...,h}. (4.51)

La codifica appartiene dunque al gruppo delle codifiche locali. Nella figura 4.1
mostriamo la suddivisione del piano indotta dalla codifica per h = 2. Nella
tavola 4.3 riportiamo invece i valori elaborati dal programma di calcolo per

h = 2,...,10. Nelle diverse colonne troviamo i valori discreti d per ciascun
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Codifica naturale (A)

h | d | rette | regioni probabilita P

2|5 | 48 400 4.55186900e-03

3|7 | 144 4192 | 8.14760200e-04

4 19 | 288 | 18016 | 2.84517067e-04

5 | 11 | 576 | 74600 | 9.95617035e-05

6 | 13| 864 | 172488 | 5.38799740e-05

7 | 15 | 1440 | 489504 | 2.51626280e-05

8 | 17 12016 | 970272 | 1.51040086e-05

9 | 19 | 2880 | 2001456 | 8.78351360e-06

10 | 21 | 3744 | 3416056 | 5.90288112¢-06

Tavola 4.3: Risultati relativi alla codifica naturale.

peso, le rette che attraversano il quadrato degli ingressi, le regioni da esse

generate, la probabilita P associata alla suddivisione del quadrato.

Il fatto che 'andamento della probabilita P nel modello PQ sia 1/N%, ci
ha portato a credere che la relazione esistente tra la probabilita P, e numero
di regioni nella codifica naturale potesse essere simile, cioe del tipo

~ c

Poiché, passando ai logaritmi nella (4.52) si avrebbe
log Py = log % = —alog N + loge, (4.53)

affinché la congettura (4.52) sia valida, la relazione tra il logaritmo dei valori
della colonna 3 e quello dei valori in colonna 4 nella tavola 4.3 dovrebbe essere
lineare.

Effettivamente, mettendo su di un grafico in scala logaritmica i valori in
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2 Codifica naturale (A)
10— e e

Prob. P

-4
10 ¢ E

10'6 | | | | o

2 3 4 5 6 7

10 10 10 10 10 10
Regioni N

Figura 4.6: Andamento di P per la codifica A rispetto al numero di regions.

oggetto, si vede come i punti individuati si trovino, con una sorprendente

approssimazione, su di una retta (figura 4.6).

Se si approssimano i punti a disposizione con un polinomio di primo grado

(secondo il metodo dei minimi quadrati) si trovano, per « e c¢ i valori
a = 0.734, c~0.373. (4.54)

In sostanza, nel caso in esame avremo per la probabilita:

~ 0.373

AR ST (4.55)

Va osservato come la codifica naturale generi, al variare dei pesi in V},, un

numero di rette assai inferiore al numero massimo di 23 rette ottenibili da



CAPITOLO 4. PESI DISCRETI 105

una codifica di rango 3. Vorremmo sapere quale sia il numero di queste rette.
Affrontiamo, comunque, la questione in termini pit generali, vale a dire per

successioni di codifiche naturali di rango qualunque.

Consideriamo allora la classe {f/'}ren delle codifiche naturali di rango m.

Fissato h, sia Cf' C IR™ I'immagine di f;!. Facciamo notare che

m wvolte
CA=Vyx Vi x...xV, (4.56)
e che, quindi,
#(OM = (2h + 1)™, (4.57)
Poniamo, per comodita,
Jn(k) = (2h 4+ 1)*. (4.58)

Quozientiamo ora I'insieme C' rispetto alla relazione ~ definita in precedenza;
per quanto visto nella sezione 3.2.1, il numero r degli iperpiani distinti generati

da f{* corrisponde proprio alla cardinalita di C}'/~; quale sara questo numero?

Osserviamo intanto che, per la stessa definizione di O,
VaeCf, a#0, b€ C: b= —a. (4.59)

Dalla (4.59) si vede pure che, essendo a~b (A = —1), ciascun® elemento di
C7!/~ dovra contenere almeno due m-ple, le cui rispettive componenti avranno
segni opposti. Per quanto e stato detto, gli iperpiani distinti ottenibili dalla
codifica potranno essere al piu di (J,(m) +1)/2.

Se indichiamo con

Ch = {(al, ) €ECR I M.C.D(ay,. .. an) = 1}, (4.60)

6Tutti meno la classe di equivalenza [6] o
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e con C{t/~ Tlinsieme Cj'/~ — {[0]~}, si puo far vedere che (per la

dimostrazione rimandiamo in appendice)

#(Ci)

#(Cif~) = =5

(4.61)

dove il fattore 1/2 ¢ dovuto al fatto che, in ciascuna classe di equivalenza
di Cf'/~, esisteranno due (e due soltanto) m-ple coprime con le rispettive
componenti opposte in segno.

Dunque, si avra

r=#(Cil/~) = #(Ci/~) +1 +1. (4.62)

Non e possibile dare una semplice espressione analitica della cardinalita di
CT‘:‘, a causa dell’irregolaritad con cui la proprieta di coprimalita” ¢ distribui-
ta in IR™. Se indicassimo con P" la probabilita che m interi scelti a caso

nell’intervallo [—h, h| siano coprimi, avremmo

#CA
Pn= e
#Cit = Ph Jy(m). (4.63)
Posto
Wl = Prob{M.C.D.(ay,...,a;) =1, a; € {1,2,...,h}}, (4.64)
ed inoltre
Wi = lim wy (4.65)

si puo dimostrare (vedi [32], pagg. 83-86) che

1
"Ricordiamo che n interi a1, .. ., a, si dicono primi tra loro (o coprimi) se il loro massimo

comun divisore e 1.
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Rapporto tra #(Ct/~) e #(C) /2 (1/((3) = 0.832)

h 2 b} 10 20 30 50 100

- 0.840 | 0.872 | 0.822 | 0.830 | 0.825 | 0.827 | 0.825

Tavola 4.4: Si confrontino i risultati presentati con il valore 1/{(3).

dove ((s) ¢ la funzione zeta di Riemann cosi definita:

C(s) =) —. (4.67)

In linea di principio non sarebbe possibile approssimare il valore P” con il

valore ﬁ, per due ragioni:

1. il valore ﬁ esprime un limite per h — oc;

2. nella definizione (4.64) gli a; non possono assumere il valore zero, che

invece puo comparire nelle m-ple di C}*.

Tuttavia, la verifica sperimentale rivela un buon accordo tra P! e -

¢(m)”

come si vede dai valori riportati nella tavola 4.4.

Questo ci consente di scrivere

A
= #(C’,‘?/N)+1 = #(2h)+1 R~ (4.68)
~ 1 Jh(m)
¢(m) 2
PerszSihaﬁ:O.GO& perm:?)sihaﬁzo.&ﬂ, per m = 4 si ha
ﬁ = 0.932. Al crescere di m il valore di ﬁ tende velocemente ad 1; questo

ci dice che per m “grande”, delle Jj,(m) m-ple presenti nell'immagine C;* della

codifica f{!, circa Jj,(m)/2 danno luogo ad iperpiani distinti.
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4.2.5.2 La codifica B

La codifica naturale spreca, come si e visto, almeno la meta delle m-ple, tra

quelle generate al variare dei pesi in V.

Abbiamo allora voluto analizzare una codifica, che indicheremo con B, leg-
germente differente e che tuttavia, eliminando i problemi di simmetria legati
al segno, genera un maggior numero di iperpiani distinti. In IR?2, la codifica B
associa al primo peso e alla soglia valori dallo stesso insieme V}, definito nella

(4.51), mentre il peso associato al secondo ingresso assume valori nell’insieme
VB ={1,...,2h+1}. (4.69)
I risultati ottenuti per la codifica B sono riportati nella tavola 4.5.

I dati relativi alla probabilita P mostrano un miglioramento rispetto a
quelli della codifica naturale. Anche in questo caso la relazione esistente tra

numero di regioni e probabilita ¢ del tipo ¢/N?, dove

a ~ 0.736, ¢~ 0.951. (4.70)

Come si vede, 'andamento della probabilita e praticamente lo stesso della
codifica naturale; il miglioramento dei valori di P risulta, quindi, essere legato
al maggior numero di regioni generate a parita di valori discreti.

Si trova sperimentalmente che il numero degli iperpiani distinti generati dalla
codifica B ¢ ben stimato dal valore J,(m)/¢(m). Questo numero ¢, dunque,

circa 2 volte quello degli iperpiani distinti generati dalla codifica naturale.
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) Codifica B Codifica C

h | d | rette | regioni probabilita P | rette regioni probabilita P

215 | 105 2216 3.2018e-03 88 1436 2.7445e-03

3|1 7 | 297 19444 6.6303e-04 264 14640 5.2440e-04

419 | 601 | 83548 2.3501e-04 | 552 | 68140 1.8789e-04

511 | 1161 | 319412 | 8.4069e-05 | 1080 | 268896 | 6.6514e-05

6| 13 | 1801 | 783124 | 4.4199e-05 | 1680 | 666304 | 3.6097e-05

7115 | 2881 | 2033532 | 2.0829e-05 | 2760 | 1829140 | 1.6871e-05

Tavola 4.5: Risultati relativi alle codifiche B e C.

=

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4

A

»
©
-
o

Figura 4.7: Suddivisione del piano indotta dalla codifica B (h = 2).

4.2.5.3 La codifica C

La suddivisione indotta dalla codifica B, che presentiamo in figura 4.7 per

h = 2, mostra una evidente disuniformita tra le regioni presenti nel quadrato
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-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 4.8: Suddivisione del piano indotta dalla codifica C.

degli ingressi. Questo ci ha suggerito 'opportunita di analizzare una ulteriore
codifica (C) che, pur mantenendo elevato il numero di rette distinte generate,
le distribuisca nel piano in modo da suddividere il quadrato degli ingressi in

modo piu uniforme.

La codifica C analizzata si differenzia dalla B per il fatto che i valori del

peso associato al secondo ingresso vengono presi questa volta dall’insieme
V¢ ={0,1,...,2n}. (4.71)

Questa scelta consente, in sostanza, di “recuperare” le rette parallele all’asse
delle ordinate. La suddivisione indotta dalla codifica C (figura 4.8 per h = 2)
pur generando un minor numero di regioni rispetto alla precedente, mostra un

ulteriore decremento della probabilita Pa parita di valori discreti (tavola 4.5),
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decremento da addebitarsi, per lo piu, alla maggiore uniformita complessiva

delle aree delle regioni.

L’andamento di P rispetto ad N non si discosta dai precedenti: in questo

caso l'interpolazione dei valori restituisce per a e ¢

a = 0.710, ¢~ 0.483. (4.72)

4.2.5.4 La relazione tra rette e regioni

Se riportiamo in un grafico, per ciascuna delle classi di codifica analizzate fi-
nora, i dati relativi al numero delle regioni presenti nel quadrato degli ingressi
in funzione delle rette che le generano (figura 4.9), scopriamo che le tre clas-
si A, B, C, mostrano un andamento dei valori in tutto simile a quello della

successione delle codifiche a griglia che, come si & visto, & circa r?/4.

Con questo dato sperimentale, siamo ora in grado di esprimere, per ciascuna

delle tre classi sopra menzionate, 'andamento della probabilita P:

1. rispetto al numero delle rette;

2. al variare del numero ¢t dei bit.

La probabilita in funzione di r sara, per le tre codifiche:

~ 4«
P~ (4.73)

T20<

dove al posto di ¢ ed a andranno sostituiti i valori propri di ciascuna codifica.

Infine, esprimiamo P rispetto a t ed n per le codifiche A e B.

Abbiamo visto in precedenza che la codifica naturale genera un numero di
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iperpiani
omt 2(n+1) t

¥ 2¢m) ~ 2¢(m)

dove questa volta abbiamo espresso la cardinalita dell'insieme (C#) C R™,

r (4.74)

immagine della codifica f/, in funzione del numero dei bit.

Per il caso n = 2, sostituendo nella (4.73), avremo

5 el (@)™

Py =~ ~ 4.75
A r2a (26t)a ( )
In modo del tutto analogo, per la codifica B si trova
~ 4 2((3))%
Py~ A c2C03) (4.76)

T2a ~ (26t)a

8
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Figura 4.9: Le regioni generate rispetto al numero di rette.
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4.2.6 1l Confronto tra i Risultati

Con l'ausilio di una tavola e di alcuni grafici, cercheremo di fare un quadro che

riassuma e metta a confronto i risultati presentati fino a questo punto.

I grafici mettono in relazione I'andamento della probabilita P con alcuni
parametri di rilievo. In ognuno dei grafici i punti calcolati, per via sperimentale
o in modo analitico, sono contrassegnati da cerchietti o asterischi, e congiunti

da segmenti a tratto continuo.

Nel primo di questi (figura 4.10) confrontiamo i valori di P esibiti dalle
classi analizzate in funzione del numero di regioni all’interno del quadrato

degli ingressi. I cerchietti indicano i punti calcolati al variare del numero d dei

Andamento della probabilita P

Classi con r con N con t
di codifica | In R? | In R™ | In R? | In R" In R? In R"
worst 1
best ~ l i ~ l 1
2 N 56t E" 2 (n+1)t
1=0 Z
prison N N D ST
; ~ 4 1 ~ 4
grid o ~ N 5o
~\r N ~ \2®+Dt
A ~ c4> ~ _0.373 ~ c(4¢(3))*
~ 2« ~ NO0.734 ~ (26t)
B o cA” . 0.951 ~ c(2¢(3))*
~ P2« ~ NO0.736 ~ (26t)a
o cde . 0.483
C ~ 2a ~ NO.710

Tavola 4.6: L’andamento di P per tutte le classi analizzate.




CAPITOLO 4. PESI DISCRETI 114

2
10 -

-3
10 = E
grid

-4
10 - E
£ best )

Probabilita’'
)
|
|

-6
10 = E

-7
10 = E

10°
2 4 5 6 8
10 10 10 10 10 10 10
Numero di regioni

Figura 4.10: La probabilita P rispetto alle regioni nel quadrato degli ingressi.

valori discreti per peso.

Il grafico ¢ in scala logaritmica e mette in risalto il legame lineare esistente
in tutti i casi tra il logaritmo di Pe quello del numero delle regioni. Legame
che, se era stato imposto come condizione nei casi teorici (nel momento in cui
e stata richiesta I'uguaglianza tra le aree delle regioni), si & trovato pure per le

classi esaminate sperimentalmente.

La classe “best” mostra, come deve essere, 'andamento migliore ed i mi-
gliori valori per la probabilita a parita di valori discreti, e va quindi a collocarsi
al di sotto delle altre classi.

I tre casi sperimentali mostrano un andamento della probabilita praticamen-

te uguale, a dispetto del modo diverso di suddividere lo spazio degli ingressi.
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Andamento che e, comunque, peggiore di quello esibito dalla classe a griglia,
codifica “effettiva”, e che pure si discosta soltanto per un fattore 2 dal miglior

caso teorico.

Nella figura 4.11, dove i valori di P sono riportati rispetto ai valori di-
screti per peso, si apprezzano meglio le distanze tra i valori di P esibiti dalle
varie codifiche. Per rendere la figura leggibile e stata mantenuta una scala

semilogaritmica.

~

Infine, la figura 4.12, ancora in scala logaritmica, riporta i valori di P
in funzione dei bit per peso; come si vede, anche la relazione esistente tra

logaritmo di P e numero di bit ¢ di natura lineare; la cosa, del resto, si sarebbe

2
10

3 :
10 : prison

-4
10 ¢

Probabilita’
)

-6
10°F

-7
10"

10'8 ; ; I I
5 8 11 14 17 20
Numero di valori discreti per peso

Figura 4.11: La probabilita Pin funzione dei valori discreti per peso.
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,77
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Figura 4.12: La probabilita Pin funzione dei bit per peso.

potuta facilmente ricavare per via analitica, ad esempio passando ai logaritmi
nella (4.33):

log, P (f#") ~ 2 — 6. (4.77)

In definitiva, la classe di codifiche a griglia mostra, tra le codifiche
effettive prese in esame, la migliore capacita di separazione.
Viene naturale, allora, pensare ad una sua integrazione circuitale. Lasciamo
a persone competenti il compito di indagare su quelli che potrebbero essere i
problemi legati ad una eventuale implementazione.
A noi sarebbe piaciuto, a questo punto, verificare se, rispetto ad uno stesso
problema, una rete di neuroni “a griglia” si comporti meglio di una rete di

neuroni “naturali”. Il tempo, pur sempre limitato, di un lavoro di tesi non ce
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lo ha consentito.

Il nostro lavoro si ferma qui, lasciando aperte diverse questioni interessanti,
che meriterebbero certamente di essere investigate. Sui possibili sviluppi ci

proponiamo di offrire delle indicazioni in sede di conclusioni.

4.2.6.1 Un passo indietro

Vorremmo ritornare per un momento sulla questione della scelta del quadrato
degli ingressi (sezione 4.2.5) che, per il modo in cui ¢ stata effettuata, potrebbe
aver lasciato qualche perplessita.

Abbiamo voluto verificare quanto questa scelta potesse aver inciso sui dati ela-
borati. Per far questo abbiamo valutato nuovamente il comportamento della
classe di codifiche B di rango 3, ma questa volta su un diverso “quadrato”
degli ingressi, e precisamente il rettangolo di base 2h ed altezza h centrato
nell’origine degli assi. Dalla figura 4.7 si vede come questa scelta tenga mag-
giormente conto delle caratteristiche della codifica: viene eliminato infatti,
rispetto al caso precedente, il contributo al valore di P dovuto alle aree di

maggiore taglia.

Abbiamo messo a confronto in figura 4.13 i risultati ottenuti in questo caso
con quelli relativi alla codifica B valutata sul quadrato di lato 2h. Il grafico
mette in evidenza come 'andamento della probabilita esibito dalla successione
sui due differenti rettangoli sia praticamente lo stesso, differendo soltanto per
un fattore costante. I vero, d’altronde, che la classe B, se valutata sul rettan-
golo di area 2h?, mostra dei valori di probabilita pit bassi di quelli della classe

di codifiche C, che pure risultava migliore nel primo caso (figura 4.12).
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Codifica B: confronto
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Figura 4.13: Confronto dei valori di P per la codifica B calcolati su due

differenti distribuzioni degli ingressi.

La scelta del quadrato, in definitiva, non ha pesato in maniera sostanziale
sui dati sperimentali. D’altro canto le osservazioni precedenti suggeriscono
I'opportunita di calibrare la scelta della codifica da utilizzare in relazione alla

distribuzione degli ingressi o, in altri termini, al problema da trattare.
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4.3 Neuroni Sigmoidali e Pesi Discreti

All’inizio del nostro lavoro ci eravamo proposti di indagare anche sulle con-
seguenze che la discretizzazione dei pesi ha sulle capacita dei neuroni aventi
funzione di trasferimento sigmoidale, obiettivo andato disatteso per limiti di
tempo.

Vorremmo ugualmente, tuttavia, fare alcune osservazioni che mettano in luce

le relazioni esistenti tra i risultati di questo e del capitolo precedente.

Dal complesso dei risultati ottenuti, risulta chiaro che il fatto di limitare
i parametri in un certo intervallo non pregiudica le capacita di separazione
del neurone a soglia, cosa non piu vera pero se i pesi, oltre ad essere limitati,

vengono discretizzati.

Nel neurone sigmoidale, agli effetti negativi legati alla limitazione dei para-
metri, vengono a sommarsi quelli dovuti alla discretizzazione, pregiudicando-
ne ulteriormente il potere separatore. Quest’ultima affermazione diventa piu
comprensibile ripensando alla rappresentazione geometrica dei due neuroni nel

piano.

Abbiamo piu volte osservato come, mentre il neurone a soglia possa essere
assimilato ad una retta, al neurone sigmoidale corrisponda una “fascia”, la cui
larghezza dipende dalla precisione richiesta al neurone nella risposta, oltreché

dalle caratteristiche della sua funzione di uscita.

Un ritaglio di suddivisione del piano operata da un neurone sigmoidale a
pesi limitati e discreti potrebbe presentarsi come in figura 4.14, dove le linee
a tratto continuo indicano la corrispondente suddivisione, indotta pero da un

neurone a soglia. Dalla figura si comprende come due punti che si trovino nella
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Figura 4.14: La suddivisione del piano indotta da un neurone sigmoidale.

regione A delimitata dal tratto continuo e che, quindi, non siano separati dal
neurone a soglia, tantomeno possano esserlo dal neurone sigmoidale; inoltre,
quand’anche i punti fossero separati dal neurone a soglia, potrebbero ancora
non esserlo da parte del neurone sigmoidale: questo accadrebbe se almeno uno
dei due punti cadesse all’interno della fascia di indistinguibilita relativa alla

retta che li separa.



Conclusioni

Le implementazioni circuitali delle reti neurali debbono sopportare delle restri-
zioni ai valori dei parametri che le caratterizzano, restrizioni dovute ai limiti

della tecnologia utilizzata.

In sostanza, i pesi integrati su chip non possono assumere tutti i valori rea-
li, come il modello connessionista richiederebbe, ma solo valori in un intervallo
prefissato; questo accade perché, i segnali in tensione e/o corrente che vei-
colano linformazione nel circuito non possono avere, per ovvie ragioni, valori
indefinitamente grandi. Inoltre, qualora i pesi vengano implementati utilizzan-
do memorie binarie, potranno assumere soltanto un numero finito di valori, in

funzione del numero di bit a disposizione per ciascun peso.

Obiettivo della nostra tesi era investigare sui riflessi che l'introduzione di
questi vincoli ha sulle capacita di classificazione delle reti neurali feed-forward
multistrato, costituite da neuroni a soglia oppure da neuroni aventi funzione di
trasferimento assimilabile alla funzione sigmoide data dalla (1.7). Il modello
scelto per i neuroni esaminati prevedeva che l'ingresso totale ad ogni unita

fosse espresso dalla (3.1).

Siamo partiti analizzando quali siano i problemi derivanti dall’introduzione

di un limite di ampiezza sui valori dei pesi.

121
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Si e visto che le reti di neuroni a soglia, di topologia comunque complessa,
non risentono di questa limitazione.
Al contrario, le capacita di separazione di un neurone sigmoidale subiscono
un degrado, legato sia alla precisione della risposta richiesta al neurone che ai

limiti di ampiezza imposti ai valori dei pesi sinaptici.

A questo proposito e stata stabilita (vedi il teorema 3.1) una condizione
necessaria affinché due punti dello spazio n-dimensionale degli ingressi possano
essere separati da un neurone sigmoidale, condizione che mette in relazione
la distanza dei due punti con il massimo valore (in modulo) che puo essere
assunto dai pesi delle connessioni e con la qualita della risposta che al neurone

si richiede.

Per quanto concerne le reti di neuroni sigmoidali, un primo risultato stabili-
sce un lower bound per il numero delle unita nascoste di una rete a pesi limitati

che voglia separare due punti con un certo grado di accuratezza (teorema 3.2).

Inoltre, abbiamo fatto vedere come la conoscenza della funzione di trasferi-
mento dei neuroni della rete consenta, in modo analogo a quanto e stato fatto
per il singolo neurone, di mettere direttamente in relazione la distanza tra i
punti da classificare con il bound sui pesi, il grado di accuratezza richiesto per
la risposta ed il numero di unita presenti nell’unico strato nascosto della rete

(proposizione 3.1).

La condizione necessaria per la separabilita stabilita, a titolo di esempio,
per il caso di una rete di neuroni aventi funzione di uscita data dalla (3.40)

(corollario 3.1), si rivela piu forte di quella espressa nel teorema 3.2.

Siamo passati, di seguito, allo studio degli effetti della discretizzazione dei
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valori dei pesi sulle capacita di classificazione di un neurone a gradino.

Abbiamo fatto notare come 'espressione 3.1, che descrive la regola di pro-
pagazione del neurone, rappresenti ’equazione di un iperpiano nello spazio
n-dimensionale degli ingressi. Separare due punti equivarra a scegliere i coeffi-
cienti dell’equazione dell’iperpiano in modo che esso si collochi tra i punti dati.
Il fatto che i pesi possano assumere soltanto un numero finito di valori, con-
sentira all’iperpiano di poter essere collocato in un numero finito di posizioni,
condizione questa non sufficiente a dividere due qualunque punti dello spazio.
Le capacita di classificazione di un neurone a soglia a pesi discreti risultano,

dunque, menomate.

Una misura di queste capacita e stata definita in termini probabilistici; in
altre parole, abbiamo associato al neurone un valore di probabilita: la proba-
bilita che questo separi punti scelti a caso in una fissata regione dello spazio

degli ingressi.

E stato osservato come il numero e la posizione dei possibili iperpiani rap-
presentati da un neurone varino al variare della scelta dei valori discreti da far
assumere ai pesi delle connessioni. Di conseguenza variera la probabilita di
separazione del neurone, strettamente legata al modo di collocare gli iperpiani

nello spazio.

Per formalizzare queste osservazioni e stata introdotta la nozione di co-
difica, funzione associata al neurone, che definisce la posizione dei possibili

iperpiani che lo stesso neurone puo rappresentare al variare dei pesi discreti.

La funzione di codifica descrive in modo completo le caratteristiche del

neurone cui viene associata tanto che, nel seguito, ci ¢ stato possibile parlare



Conclusioni 124

di probabilita di separazione di una codifica.

Ci siamo posti, a questo punto, il problema di individuare quale fosse la
migliore codifica: la codifica, cioe, che rendesse massima la probabilita di
separazione del neurone rispetto ad una fissata distribuzione degli ingressi, che

nel nostro caso abbiamo considerato uniforme.

Abbiamo analizzato diversi tipi di neuroni o, se si vuole, di codifiche e per
ciascuna di esse abbiamo calcolato, per via analitica o sperimentale, il valore

di probabilita associato.

Abbiamo visto che la codifica che dispone gli iperpiani in modo da suddi-
videre lo spazio degli ingressi in una “griglia” n-dimensionale con regioni di
uguale misura, esibisce una probabilita di separazione molto vicina a quella
del miglior caso teorico, e comunque nettamente migliore di quella mostrata
dai neuroni pit comunemente utilizzati nelle implementazioni hardware delle
reti neurali. I pesi di questi neuroni assumono, di norma, valori interi compresi
nell’intervallo [—271 + 1,21 — 1], dove ¢ indica il numero di bit di cui ciascun

peso dispone.
Fin qui il lavoro svolto.

La codifica “a griglia” meriterebbe ulteriori attenzioni, in primo luogo
per verificarne il miglior comportamento rispetto ad altri tipi di neuroni a
soglia; questo potrebbe essere fatto sottoponendo uno stesso problema di
classificazione a due reti distinte, costituite una da neuroni “a griglia” e
I’altra, ad es., dai neuroni sopra descritti. In secondo luogo sarebbe necessario

studiare I'effettiva implementabilita circuitale della codifica.
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Come si ¢ visto, gli obiettivi iniziali del lavoro sono andati in parte disattesi.

Avremmo voluto estendere i risultati ottenuti al caso dei neuroni sigmoidali.

Nella parte finale del lavoro abbiamo brevemente messo in evidenza come
un neurone sigmoidale a pesi discreti veda le sue capacita ulteriormente pre-
giudicate, rispetto a quelle di un neurone a soglia. Uno studio sistematico del
problema avrebbe, tuttavia, ben altra rilevanza, vista la centralita di questo

tipo di neuroni nel campo dell’integrazione circuitale delle reti.

Il lavoro svolto, per quanto abbracci una tipologia di reti, quelle feed-
forward multistrato, che gode di attenzioni privilegiate, lascia fuori diversi
importanti modelli neurali. La stessa analisi meriterebbe di essere condotta
anche su modelli ad apprendimento diretto, cio¢ non supervisionato, come le
Reti di Hopfield o le Reti di Kohonen. I risvolti della limitazione dei pesi
potrebbero essere valutati pure nelle topologie aventi connessioni intra-strato
e nelle reti con feedback, in cui i segnali in uscita vengono retropropagati verso

i neuroni d’ingresso.

Altro campo di indagine secondo noi interessante potrebbe essere quello
relativo alla regola di propagazione.
Il valore di attivazione dato dalla (3.1) e, come si vede, una funzione lineare
degli ingressi. Questa e, tuttavia, solo una possibile scelta per la regola di pro-
pagazione. Potremmo, in linea di principio, utilizzare regole di propagazione
in cui gli ingressi al neurone siano legati in modo piu complicato ai pesi delle
connessioni.

Consideriamo, per esempio, la regola di propagazione cosi definita:

n

net(z, w) = > (z; —w;)* — 6. (.1)

=1

La ( .1) rappresenta, se posta uguale a zero, 'equazione di una sfera n-
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Figura .1: La suddivisione del piano generata da un neurone a soglia con
regola di propagazione data dalla (.1) e funzione di codifica naturale per h=2

(vedi sez. 4.2.5).

dimensionale di centro w e raggio #. In altri termini, assumendo la ( .1),
un neurone a soglia sarebbe rappresentato in /R™ non piu da un iperpiano,
ma da una sfera. Una suddivisione del piano operata da tale neurone potreb-
be presentarsi come quella in figura .1. Sarebbe interessante investigare se,
a parita di numero di bit a disposizione per ciascun peso, neuroni a soglia a
pesi discreti che utilizzino la ( .1) siano in grado di esibire una capacita di

separazione migliore di quella mostrata dai neuroni da noi analizzati.
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Richiami di Matematica

A.1 Norma e distanza

Definizione A.1 Sia X un insieme; si dice distanza o metrica una fun-
zione d(z,y), che ad ogni coppia di punti x ed y associa un numero reale, con
le seguenti proprieta:

a) d(z,y) > 0; d(xz,y) =0 se e solo se x = y.

b) d(x,y) = d(y,x) per ogni z,y € X.

c) d(z,y) <d(z,z) 4+ d(z,y) per ogni x,y € X.

Definizione A.2 Sia X un insieme e d(z,y) una metrica in X; la coppia

(X, d) si dice spazio metrico. O

127
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Definizione A.3 Sia X uno spazio vettoriale; si dice norma una funzione
N : X — IR, che verifica le seguenti proprieta:

a) N(z) > 0; N(z) =0 se e solo se x = 0.

b) N(Ax) = |A N(x) per ogni x € X, )\ € IR.

¢) N(x+y) < N(z)+ N(y) per ogni z,y € X.
Si scrive di solito ||z|| in Iuogo di N(x). O

Definizione A.4 Si dice spazio normato uno spazio vettoriale dotato di

norma. U

Nel caso particolare dello spazio IR"™, si definisce come norma p, per

1 < p < 00, la quantita:

el = (St v (A1)

Per p = 2 si ha la usuale norma euclidea, detta anche norma 2; per
p = 1 la norma corrispondente € nota anche come norma di Manhattan o

norma 1, ed e cosi definita:
n
el =) |l (A.2)
i=1
Nel caso p = oo si ha la norma del massimo, definita da:

|2]| o = max |z (A.3)

1<i<n
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A.1.1 Distanza indotta dalla norma

Uno spazio normato ¢ anche uno spazio metrico, con la distanza d : X? — IR

indotta dalla norma e cosi definita:

d(z,y) = [l =y (A.4)
Si verifica facilmente che la distanza (A.4) soddisfa le proprieta elencate nella

definizione.

La distanza indotta dalla norma 1, che indicheremo con la notazione d;(z,y),

sara allora cosi espressa:

di(z,y) = ||93—y||1—2|xz vil (A.5)

mentre dalla norma 2 discende la ben nota distanza euclidea, che

indicheremo con dy(z,y) e che sara espressa dalla (A.6):

da(z,y) = ||z —yll2 = (Zn: >1/2 (A.6)

=1

A.2 Questioni di minimo

Richiamiamo alcuni risultati relativi alla teoria dei minimi di funzioni di piu

variabili reali.

Teorema A.1 (dei moltiplicatori di Lagrange) Sia f: R™ — IR,
feCHR"); sia G={(p1,...,pn) € R":u(py,...,pn) =0}

dove u € C'(IR™) e Vu (gradiente di u) # 0 in G.

I punti di massimo e minimo vincolato di f (con wincolo G) sono punti

stazionari liberi per la funzione di n + 1 variabili

Hp1, oy pns A) = f(p1y -, pn) + Au(p1, -« Pn)- (A.7)
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Teorema A.2  Sia f: IR" — IR, continua, e sia K C IR", K chiuso.

Sia lim x) = 400; allora 3 min f.
||:v\|%+oof( ) K /

Dim. Sia z, € K; scegliamo M =| f(z,) | + 1 > 0; in corrispondenza ad M

P>0: [zl Zp=flz)>M=[f(z) [+ 1= f(z)+1> [f(z). (A8

Prendiamo p = max{p, || z, | +1}. Consideriamo linsieme (K N B(0,p)),

intersezione di K con la palla chiusa avente centro nell’origine e raggio p (vedi

la figura A.1); nel seguito indicheremo l'insieme B(0, p) con la lettera B.
Essendo K e B dei chiusi, sara chiusa anche la loro intersezione; inoltre, poiche

(KN B) C B, (KN B) ¢ anche limitato. Ma,
(K N B) chiuso e limitato in IR™ = (K N B) compatto. (A.9)

Essendo la f continua in un compatto, in virtu del teorema di Weierstrass,

ammettera minimo in (K N B) (vedi [9], vol. 2, pag. 31). Percio

dz, € (KN B): f(x,) < f(x), YV € (KN B). (A.10)

X

Figura A.1: L’insieme B del teorema A.2
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Per come p ¢ stato scelto, z, € (K N B), e dunque

f(wo) < f(20). (A.11)

Sia x € K; distinguiamo due casi:

a) || z || > p; allora, in virtu delle (A.8) e (A.11), siha f(z) > f(2,) > f(x,).

b) || = || < p; quest’ipotesi implica che x € B; ma allora, per la (A.10),

f(z) = f(zo).

Dunque Vz € K, f(z) > f(z,), e quindi f(xg) = min f. 0O

A.3 Nozioni metriche nel piano

A.3.1 Significato geometrico

dei coefficienti dell’equazione della retta

Sia a x+by+c = 01’equazione di una retta r e sia Py un suo punto di coordinate
X0, Y. Dovendo essere allora ¢ = —axy — byg, la retta potra scriversi anche

nel seguente modo:

a(r—x9)+b(y—1yo) =0. (A.12)

Indichiamo con ¥ un vettore di coordinate (vq, vy) parallelo alla retta n perpen-
dicolare ad r. Condizione affinché un punto P di coordinate x,y appartenga

alla retta r e che che il vettore FyP risulti perpendicolare a v, cioe che sia:

PP -7 =0. (A.13)
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Esplicitando la (A.13) si ha:

vy (z — o) +v2 (Y — yo) = 0. (A.14)

Confrontando la (A.14) con la (A.12) si ha che deve essere:

a=puv b= puvy (A.15)

dove p e un fattore di proporzionalita diverso da zero, e quindi

Proposizione A.1 [ coefficienti a,b dell’equazione ax + by + ¢ =0 di una
retta sono proporzionali alle componenti di un vettore perpendicolare alla retta

stessa.

Dalle (A.15) ¢ possibile ricavare il valore delle componenti del versore della

normale alla retta r imponendo che queste soddisfino la relazione:

v+ vs =1 (A.16)
Avremo quindi:

a> b

2 + 2 =1 (A.17)

da cui

p==tVva®+b? (A.18)

Le componenti del versore 7 della retta normale ad r saranno dunque, a meno

del segno,
a b

. noy — ——
+va? + b? S/ >

dove i segni superiori oppure inferiori andranno scelti in base all’orientazione

(A.19)

ny =

della normale.
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A.3.2 Distanza di un punto da una retta

Siano Py (2o, ¥o) un punto del piano ed r una retta di equazione a xt+by+c = 0;
vogliamo determinare la distanza (euclidea) di Py da r. Sia @ il piede della
perpendicolare condotta da Fy ad r; la distanza cercata sara data dalla misura

del segmento PyQ).

Sia P, un punto qualunque sulla retta r; la detta distanza sara uguale
alla componente ortogonale del vettore P, Fy secondo la retta FPy() comunque
orientata.

Siano 7 il versore della retta Py@) ed x1,y; le coordinate di P;; per quanto

detto potremo scrivere:
dist(Py,r) = |PiPy -7 (A.20)

Le componenti di 77 sono indicate nella (A.19), mentre quelle del vettore P; P

sono xy — 1, Yo — yY1; percio, esplicitando la (A.20), avremo

la (zo — 1) +b(yo — y1)]

dist(Py,r) = N : (A.21)
R(X, Yo)
r
Q R(%; .yy)

Figura A.2: Distanza euclidea tra un punto ed una retta.
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Poiché P, appartiene ad r, deve essere

c=—axy—by

e quindi la (A.21) diventa

_axo+byo + |

dist(Py, ) N7

134

(A.22)
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Dimostrazioni

B.1 La Formula Ricorsiva

La formula (4.24) a pag. 92 si giustifica sulla base di alcune osservazioni.
Consideriamo una suddivisione d dello spazio IR™ in regioni, ottenuta con r
iperpiani (n—1)-dimensionali. Il numero di regioni che vengono ad aggiungersi

alla suddivisione collocando 1'(r 4 1)-esimo iperpiano dipende:

1. dal modo in cui verra collocato I'iperpiano;

2. dalla posizione degli r iperpiani gia sistemati.
Indichiamo con d,, 4, la suddivisione di IR™ costruita collocando ogni iperpiano
in modo che le regioni di volta in volta aggiunte siano sempre in numero mas-

simo. Sia R (r) il numero delle regioni ottenibili con r iperpiani seguendo

la strategia sopra descritta. Sia, inoltre, A% (r) il numero di regioni aggiunte

135
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alla suddivisione d,,q; con I'r-esimo iperpiano. Potremo scrivere
Ry (r) = Ry (r — 1) + A(r) (B.1)

Si tratta ora di caratterizzare in modo preciso il numero A7**(r). Come vedre-

max

mat(r—1), coincide cioe con il numero massimo di

mo, tale numero ¢ dato da
regioni di n — 1 dimensioni che r — 1 iperpiani, intersecandosi con l'iperpiano

r, sono in grado di staccare su di esso.

Sia R4(r) il numero di regioni presenti in una suddivisione d, ottenute con

r iperpiani. La differenza R%(r + 1) — R%(r) risulterd massima

se aggiungeremo '(r + 1)-esimo iperpiano in maniera che non sia
parallelo ad alcun iperpiano appartenente ad uno qualunque dei
fasci (di iperpiani) propri o impropri individuati da ogni coppia di

wperpiant della suddivisione.

Questa condizione puo essere espressa in termini analitici: siano
zn:aixi +6,=0, zn:bixi +6,=0 (B.2)
i=1 i=1
due iperpiani a, b della suddivisione d, e sia
zn: cix;i+0.=0 (B.3)
i=1

Iiperpiano ¢ da aggiungere. Consideriamo le matrici

a a e Ap
A= | (B.4)
by by --- by
(§]
a; das (07%
A = by by b, (B.5)

cl 02 PR Cn
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La condizione sopra indicata e equivalente alla seguente relazione:

Rank(A) > Rank(A). (B.6)

Infatti, nel caso in cui la coppia a, b di iperpiani presa in esame sia costituita

da piani paralleli, dovra essere
Rank(A) > Rank(A) = 1. (B.7)
Se, invece, i due piani si intersecano,

Rank(A) > Rank(A) = 2. (B.8)

Dalle considerazioni precedenti si deduce pure che, per avere la garanzia che
la suddivisione contenga sempre il massimo numero di regioni per un numero

di iperpiani fissato, dovranno valere le seguenti condizioni:

a) tutti gli iperpiani dovranno intersecarsi tra loro;

b) tra gli iperpiani (n — 2)-dimensionali che descrivono i centri
dei fasci individuati da una qualunque coppia di iperpiani del-
la suddivisione non dovra esistere alcuna coppia di elementi

parallels.

Pensiamo non sia facile comprendere, almeno in prima approssimazione,
quale sia il significato preciso delle condizioni precedenti. Riteniamo sia molto

utile costruirsi dei piccoli esempi in IR? ed IR3.

Osserviamo ancora (anche in questo caso sara opportuno aiutarsi con degli
esempi) come, il numero A?(r) di regioni che si aggiungono al passo r di una

suddivisione,
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corrisponda a quello delle regioni individuate sull’r-esimo iperpia-
no dalle intersezioni di quest’ultimo con gli altri iperpiani della

suddivisione.

Siamo in grado, a questo punto, di dire chi sia A" ().
Nel caso in cui valgano le condizioni sui fasci della suddivisione espresse in
italico, avremo che

AP (r) = RyY(r — 1) (B.9)

n

Infatti, le condizioni varranno anche per tutti gli » — 1 fasci giacenti
sull’r-esimo iperpiano.
Se consideriamo i fasci, a loro volta, come iperpiani (n — 2)-dimensionali nello
spazio ad n — 1 dimensioni costituito dall’iperpiano r, le regioni in cui questo
iperpiano risulta diviso sono proprio R (r — 1).

Sostituendo la (B.9) nella (B.1), ritroviamo proprio la (4.24).

B.2 Sulla cardinalita

Teorema B.1  Siano V;, = {—h,—h+1,...,0,...,h}, h€EN,

m volte

e Ch:VhXVhX...XVh.

Sia Cy,/~ linsieme quoziente di Cj, modulo ~, dove ~ ¢ la relazione di equi-
valenza definita nella sezione 3.2.1.

Definiamo l'insieme Cp,/~ = Cp/~ — [0]~. Sia ancora

Ch=A{(ar,...,am) € Cp: M.C.D.(ay,...,a,) =1}. (B.10)

Allora
#(Ch) = 2#(Ch/~). (B.11)
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Dim. Per costruzione, C}, ¢ un insieme finito di cardinalita (2h + 1)™.

Allora, saranno finiti anche gli insiemi C}/~ (I’applicazione che costruisce
I'insieme & suriettiva) e Cy, (si ha Cj, C C},).

Per dimostrare la nostra tesi bastera far vedere che in ogni classe di equivalenza

di C}/~ esistono due e due soli elementi di C,.

Facciamo vedere che in ogni elemento di C},/~ esistono almeno due elementi
di Cj,.
Sia [z]. una classe di equivalenza di C},/~.

Supponiamo che
Vyelz]le, M.C.D.(vy1,...,Ym) # 1. (B.12)

Allora

Vy € [z]., y=u. (B.13)

dove M.C.D.(uy,...,up) =1 € 2< A< h, A\=M.C.D.(y1,...,Yym) € Z.
Facciamo vedere che 2 < \ < h:

sappiamo per ipotesi che y # 0, y; € V},, i =1,...,m. Dalla (B.13) abbiamo
Y; = Ay, © = 1,...,m. Consideriamo un’indice j per cui si abbia y; # 0. Se
fosse A > h avremmo intanto u; # 0.

Supponiamo che si abbia u; > 0: si avrebbe u; > 1, da cui y; > h, contro
I'ipotesi.

Nel caso in cui sia u; < 0 si avrebbe u; < —1, da cui y; < —h, contro l'ipotesi.

Per ipotesi, inoltre, A non potra essere uguale a zero oppure ad uno.

Facciamo vedere ora che u; € Vi, i =1,...,m:

consideriamo gli indici per cui y; > 0; si avrebbe

1

0<ui:%§ <y <h. (B.14)

o |8
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Nel caso in cui y; < 0 avremmo
O>ui:%2%2yi2—h. (B.15)

Infine, se y; = 0 si avra

u; =0, (B.16)

Ma, Vi, u; € V), = u € C}, e, poiché M.C.D.(uy,...,u,) =1 per costru-
zione, u € C},.

Poiché dall’ipotesi, u € [z]., abbiamo individuato un primo elemento di Cj,
che appartiene a u € [x]..

Il secondo elemento in questione e proprio —u: infatti u € C), = —u € C}, e
M.C.D.(—uy,...,—uy) = 1; inoltre —u € [u]. = [z]~.

Abbiamo cosi dimostrato la prima parte del teorema.

Facciamo vedere adesso che in ogni classe di equivalenza esistono al piu due
elementi di C},.

Siano z,y € Cj, con x~y; Allora y = Az, A€ IR, \#0.

A non potra appartenere ad IR — @, altrimenti sarebbe possibile esprimere un
numero irrazionale come rapporto tra elementi di Z, quali sono le componenti
di x ed y.

A non potra neanche essere un razionale p/q, p,q € Z, |p| # |q|; infatti, in

questo caso potremmo scrivere

qy =px. (B.17)

e ci troveremmo di fronte a due vettori uguali con diverso massimo comun
divisore, il che e impossibile.
A dunque potra essere soltanto un razionale p/q con |p| = |q|, da cui |p|/|q] =1

e A==+1. Quindi y = x oppure y = —x.
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Siano adesso tre distinti elementi a, b, ¢ € C}, nella stessa classe di equivalenza;
allora, per il ragionamento precedente b = —a e ¢ = —b; quindi ¢ = —(—a) = a:

assurdo. O
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Il Programma

La scrittura del programma C per il calcolo della probabilita associata alle
classi di codifica che sono state analizzate sperimentalmente e di cui abbiamo
riferito nel cap. 4, si e rivelata piu complessa di quanto ci si potesse attendere;
questo ¢ accaduto non tanto in ordine all’individuazione delle strategie da
utilizzare per il calcolo della probabilita, quanto per i problemi legati alla loro

ottimizzazione.

Il programma ¢ stato scritto per risolvere il problema in due dimensioni,
cioe per il caso di un neurone a soglia avente due ingressi.
Alle varie fasi del calcolo, non tutte ugualmente complesse, abbiamo fatto
corrispondere diversi moduli eseguibili, scritti in maniera che i dati in uscita
di ciascun modulo fossero immediatamente utilizzabili dal modulo successivo.
Con l'ausilio di una procedura batch abbiamo automatizzato ’esecuzione in
cascata dei vari moduli. Al tempo stesso, la suddivisione in moduli ¢i ha
consentito di gestire in modo efficiente i tempi di elaborazione. La produzione

delle tabelle di cui al cap. 4 ha richiesto, in ultima analisi, alcuni mesi di lavoro.

142
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Per ogni classe di codifica analizzata (si faccia riferimento alla sezione 4.2.5),
fissato il numero dei valori discreti a disposizione per ogni peso, si e trattato,

in sostanza, di:

1. individuare il numero di rette distinte generate dalla codifica;

2. calcolare tutti i punti di intersezione tra le rette all’interno del quadrato

degli ingressi;

3. individuare i vertici di ognuna delle regioni formate, nel quadrato degli

ingressi, dalla suddivisione del piano indotta dalle rette;
4. calcolare I'area di ciascuna regione;

5. calcolare la probabilita P data dalla (4.21).

Il punto che ha richiesto i maggiori sforzi per la scrittura di un algorit-
mo efficiente e che, nonostante tutto, ha mostrato i tempi di elaborazione piu
lunghi, ¢ stato senza dubbio quello relativo all’individuazione dei vertici di
ciascuna regione del quadrato.

Vorremmo brevemente descrivere i punti salienti dell’algoritmo che risolve que-
sto punto; la procedura potra risultare piu comprensibile facendo riferimento

alla figura C.1.

Il modulo riceve dai moduli precedenti due files: il primo con i valori dei
coefficienti di tutte le rette che attraversano il quadrato; il secondo contenente

le coordinate dei punti di intersezione tra le varie rette.

Di seguito, la procedura prende in esame in modo ordinato ognuna delle

rette in ingresso. Scelta la prima, dall’'unico insieme dei punti di intersezione
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delle rette nel quadrato, costruisce due insiemi di punti: quelli che si trova-
no alla sinistra e quelli che si trovano alla destra della retta stessa. I punti
di intersezione che appartengono alla retta vengono collocati in entrambe gli

insiemi.

La seconda retta in esame verra utilizzata per suddividere ciascuno degli
insiemi di punti generati in precedenza (in questo caso due) in altri due insiemi:
quello dei punti alla sinistra e quello dei punti alla destra della retta in esame.
Per i punti giacenti sulla retta vale quanto detto per la prima retta. La terza

retta dividera gli insiemi formatisi fino a questo punto, e cosi via.

Quando tutte le rette saranno state considerate, in ognuno degli insiemi
di punti cosi generati si troveranno tutti e soli i punti di vertice di una delle

regioni del quadrato.

_—

— \U |

N
2

Figura C.1: Le varie fasi della procedura che individua i vertici delle regioni

all’interno del quadrato degli ingressi.
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La struttura convessa delle regioni che si formano all’interno del quadrato
degli ingressi consente di ordinare i vertici di ognuna di esse (in senso orario
oppure antiorario) in base alle loro coordinate. Il calcolo dell’area di ciascuna

regione risulta semplice utilizzando la seguente formula:

24 = (@Y1 — in1yi)| (C.1)
i=1
dove n sono i vertici della regione ed (z;, y;), i = 1,...,n, le coordinate di

ciascun vertice. La formula si ricava facilmente scomponendo in triangoli il

poligono convesso che ogni regione costituisce.

L’algoritmo descritto per I'individuazione dei vertici presenta una “buona”
complessita. Abbiamo visto che ciascuna retta viene utilizzata per suddividere
ogni insieme di punti formatosi fino a quel momento. Se R sono le rette della

suddivisione, rispetto ad R I’algoritmo ha una complessita
R
C(R) o< > r* o R®. (C.2)
r=1
Rispetto alle regioni NV la complessita dell’algoritmo sara
C(N) o< N3/2, (C.3)
tenuto conto della relazione N oc R?, esistente tra rette e regioni.

Un approccio alternativo per il calcolo delle aree potrebbe essere 1'utilizzo
di un metodo di tipo Montecarlo.
Il metodo, in effetti, si presenta attraente per la sua semplicita e soprattutto
per la sua generalita, che permetterebbe di affrontare il problema in esame
anche per dimensioni maggiori di 2. Tuttavia, le fluttuazioni intrinseche nel
metodo stesso fanno si che un’accuratezza ragionevole nei risultati non possa
essere ottenuta se non a prezzo di una complessita computazionale elevata,

specie se paragonata a quella esibita dall’algoritmo descritto in precedenza.
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Un’applicazione naive del metodo al nostro problema consisterebbe nello
scegliere a caso nel quadrato degli ingressi un numero di punti congruo alla
precisione con cui si desidera calcolare il valore delle aree e, per ognuno dei
punti, individuare ’area di appartenenza in base alla sua posizione rispetto a
ciascuna delle rette della suddivisione.

L’area di ogni regione dovrebbe risultare proporzionale al numero di punti

caduti nella regione stessa.

Ad esempio, se si volesse conoscere il valore delle aree con un margine d’er-
rore che oscilli intorno al 10%, il numero di punti da estrarre dovrebbe essere
circa 10% volte quello delle regioni presenti nel quadrato. Se si fa riferimento
alla tavola 4.3 si vede che, per h = 10, si sarebbero dovuti estrarre circa 108
punti. Per stabilire I'area di appartenenza di ogni punto sarebbero necessarie
circa 10* operazioni in virgola mobile, per un totale di circa 10'? operazioni.
Con un processore 486, in grado di elaborare ~ 10° operazioni in virgola mobi-
le al secondo, la procedura di calcolo avrebbe impiegato circa 15 giorni, contro
le circa 30 ore impiegate, sulla stessa macchina, dall’algoritmo effettivamente

utilizzato.

Vanno fatte, di contro, due importanti osservazioni:

a) tenendo conto delle caratteristiche particolari del problema in esame,
sarebbe possibile apportare alla strategia descritta poc’anzi notevoli

migliorie, che meriterebbero di essere studiate attentamente;

b) il metodo Montecarlo mostra la sua reale efficacia quando le dimensio-
ni del problema aumentano: la caratteristica saliente del metodo con-
siste, infatti, nel poter esibire una complessita indipendente dalle

dimensioni del problema affrontato [23, 24].
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